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1 Insiemi e operatori logi
i1. Insiemi:
• Un insieme di elementi può essere de�nito 
ome� una lista (esempi: X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, Y = {a, b, c, d, e, f, g, h})� oppure una legge 
he 
aratterizza gli elementi (esempi: X = {numeri naturali maggiori di 0 e minori di 9}, Z = { le letteredella parola `ba
he
a'},). Notazione Z = {x|x è una letteradella parola `ba
he
a'}. Si legge

{x tutti gli elementi x
| tali per 
ui ...Useremo gli insiemi X, Y e Z negli esempi di tutto il 
apitolo.L'insieme vuoto ∅. Simbolo ∈ di appartenenza.

• Cardinalità di un insieme. Se un insieme è in�nito è impossibilede�nirlo 
on una lista. Esempio: Pippo= {x|x è un numero pari}.Un insieme 
he 
ontiene un numero in�nito di elementi si 
hiamainsieme in�nito. Vi
eversa, un insieme 
he 
ontiene un numero�nito di elementi è un insieme �nito. Pippo è un insieme in�nito.Attenzione: Pluto= {x ∈ X|x è un numero pari} è un insieme�nito.
• Una rappresentazione gra�
a intuitiva, 
he può essere equivalentea entrambe, è quella dei diagrammi di Venn.
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• Sottoinsiemi: un insieme A è sottoinsieme di un insieme B se tuttigli elementi di A sono an
he elementi di B� (⊂ e ⊆) Sottoinsieme proprio Z ⊂ Y . Tutti gli elementi di
Z sono elementi di Y ma non vi
eversa, i.e. esiste almeno2



un elemento di Y 
he non è 
ontenuto in Z. Sottoinsiemeimproprio, Z ⊆ Z (esempi: Z ⊂ Y , 1 ∈ X ma 1 6⊂ X,
{1, 2} ⊂ X ma {1, 2} 6∈ X).� ∅ è sottoinsieme di qualunque insieme.� Spesso un sottoinsieme è sottointeso (esempio: {x | x < 3}, ePippo sono sottoinsiemi dei numeri, ma quali?). Pluto è unsottoinsieme. La s
rittura {x ∈ X | x ha una 
erta proprietà}si usa proprio per indi
are un sottoinsieme di X.

• Unione, intersezione e di�erenza di due insiemi� l'unione di due insiemi è il nuovo insieme 
he raggruppa glielementi degli insiemi di partenza:
X∪Y = {x|x ∈ X oppure x ∈ Y } ha 16 elementi. In generale,l'insieme Unione ha un numero di elementi 
ompreso fra ilnumero di elementi dell'insieme più numeroso e la somma delnumero di elementi di 
ias
un insieme di partenza.� l'intersezione di due insiemi è il nuovo insieme degli elementi
omuni agli insiemi di partenza:
Y ∩ Z = {x|x ∈ Y ed x ∈ Z} = {a, b, c, e, h}� Se A ⊆ B, l'insieme di�erenza è il nuovo insieme degli ele-menti di B ma NON di A:
Y \Z = {x|x ∈ Y ed x /∈ Z} = {d, f, g}Unione, Intersezione e Di�erenza si appli
ano an
he a più di dueinsiemi: A ∪ B ∪ C o (A ∩ B) ∪ C. Vedi eser
izi.

• Insiemi disgiunti: due insiemi si di
ono disgiunti se non hannoelementi in 
omune. Tale relazione può essere espressa utilizzandol'Intersezione. Formalmente:
X ed Y sono disgiunti per
hè X ∩ Y = ∅

• Prodotto 
artesiano di due insiemi. Il prodotto 
artesiano fra dueinsiemi A e B è il nuovo insieme A×B 
he ha per elementi tuttele possibili 
oppie (a, b) 
on primo elemento un elemento di A eper se
ondo elemento un elemento di B. Formalmente:
A × B = {(a, b)|a ∈ A ed b ∈ B}Quanti elementi ha un prodotto 
artesiano? Il simbolo 
he si uti-lizza non è 
asuale (ri
ordate le elementari): ha un numero dielementi pari al prodotto del numero di elementi di 
ias
un in-sieme.Ad esempio: X × Y ha 64 elementi, le 
aselle di una s
a

hieraCome Intersezione ed Unione, il prodotto 
artesiano si può esten-3



dere naturalmente a più di due insiemi, 
onsiderando le triple,quadruple, e

.
• Eser
izi:(a) Dati tre insiemi A, B e C, l' uguaglianza:

(A∪B)∩C = (A∩C)∪(B∩C) è sempre veri�
ata? Chiamiamo
A
 B


C


Q1 = (A ∪ B) ∩ C, Q2 = A ∩ C e Q3 = B ∩ C(dimostriamo prima 
he se un elemento soddisfa l'espressionesinistra, allora soddisfa an
he la destra):
x ∈ Q1 ⇒ x ∈ C ed (x ∈ A oppure x ∈ B)
⇒ x ∈ Q2 oppure x ∈ Q3 ⇒ x ∈ Q2 ∪ Q3;(adesso prendiamo un elemento 
he soddisfa l'espressione de-stra, e veri�
hiamo la sinistra):
x ∈ Q2 ⇒ x ∈ A ed x ∈ C
⇒ x ∈ (A ∪ B) ed x ∈ C
⇒ x ∈ Q1lo stesso partendo da x ∈ Q3.(b) L'insieme A × B è formato da 7 elementi. Quanti possonoessere gli elementi di A e di B?7 è un numero primo, 
ioè può essere ris
ritto solo 
ome 7×1o 1 × 7.2. Impli
azioni logi
he.

• Le impli
azioni =⇒, ⇐= e ⇐⇒Nel linguaggio, l'impli
azione è espressa nella forma se A alloraB.L'uni
o 
aso in 
ui tale a�ermazione risulta FALSA è quindi il
aso in 
ui A è VERO e B è FALSO.Esempio:
A =⇒ B4



se piove allora 
i sono nuvole in 
ieloA B A =⇒ BV V Vpiove 
i sono nuvoleF V Vnon piove 
i sono nuvoleF F Vnon piove non 
i sono nuvoleV F Fpiove non 
i sono nuvole
• Vi è un'analogia fra l'impli
azione logi
a e la de�nizione di sot-toinsieme:se x ∈ A, allora x ∈ B. x ∈ A ⇒ x ∈ B è equivalente a A ⊂ B.Pensate ad A = { giorni di pioggia }; B = { giorni nuvolosi }A B A =⇒ BV V V

x ∈ A x ∈ B A ⊆ BF V V
x /∈ A x ∈ B A ⊆ BF F V
x /∈ A x /∈ B A ⊆ BV F F
x ∈ A x /∈ B A * Bl'uni
a 
ondizione falsa è quella di un giorno 
he sia di pioggia manon nuvoloso.Per veri�
are 
he due proprietà sono equivalenti si può provare 
hele 
ondizioni 
he determinano l'una impli
ano l'altra, e vi
eversa.In formule: A ⊆ B e B ⊆ A impli
ano A = B, 
osì 
ome A =⇒ Be B =⇒ A impli
ano A ⇔ B.Esempi sulle impli
azioni logi
he: x è divisibile per 4 =⇒ x è pari,

x ∈ Z ⇒ x ∈ Y , ma x ∈ Y ; x ∈ Z ).
• Condizioni ne
essarie e su�
ienti.Supponete A =⇒ B sia vera. Allora� A è 
ondizione su�
iente per B: poi
hè se A allora B è vera,se A è vera, allora B deve essere vera, ma se A è falsa, B puòessere sia vera 
he falsa.In altre parole: è su�
iente 
he A sia vera per
hè B sia vera,5



ma 
i possono essere 
asi in 
ui B è vera nonostante A siafalsa.� B è 
ondizione ne
essaria per A: poi
hè se A allora B è vera,se B è falsa, allora A è falsa. Se B è vera, allora A può esseresia vera 
he falsa.In altre parole: a�n
hè A sia vera, è ne
essario 
he B sia vera.A non può essere vera se B non è vera.
• Eser
izi svolti:(a) Due rettangoli sono uguali se hanno base e altezza uguali. In-dividuare al
une 
ondizioni ne
essarie e al
une su�
ienti per-
hé due rettangoli siano uguali.Chiamiamo rispettivamente R1 ed R2 i due rettangoli. Dallafrase pre
edente, possiamo dire 
he:i. base R1= base R2 e altezza R1= altezza R2 =⇒ R1=R2ii. R1=R2 =⇒ base R1= base R2iii. R1=R2 =⇒ altezza R1= altezza R2Condizioni su�
ienti per R1=R2: da i. , base R1= base R2e altezza R1= altezza R2 è 
ondizione su�
iente per R1=R2.Notare 
he base R1= base R2 NON è 
ondizione su�
iente.Condizioni ne
essarie per R1=R2: da ii., base R1= base R2 è
ondizione ne
essaria per R1=R2. Da iii., altezza R1=altezzaR2 è una se
onda 
ondizione ne
essaria.(b) Dalla proposizione: Il professore non ha detto 
he non avrebbeinterrogato si può trarre una sola delle seguenti deduzioni.Quale?i. Il professore interrogherà 
ertamenteii. Forse il professore interrogheràiii. E' si
uro 
he il professore interrogheràiv. Il professore non ha intenzione di interrogarePossiamo s
rivere l'impli
azione se il professore di
e 
he in-terrogherà, allora interrogherà. O, formalmente: Il professoredi
e 
he interrogherà =⇒ il professore interrogherà. La propo-sizione è quindi uguale a dire 
he in A =⇒ B, A è falso. Sel'impli
azione è vera, allora:A è 
ondizione su�
iente per B. Quindi, se A è falso la 
on-dizione su�
iente per
hè B sia vero non è soddisfatta: Bpotrebbe essere sia vera 
he falsa, 
ioè il professore potrebbeinterrogare ma an
he non interrogare. Possiamo dedurre so-lamente ii. 6



3. Funzioni:
• Una funzione è una legge 
he asso
ia ad ogni elemento di un in-sieme, un elemento di un altro insieme. Tabella dei valori.Esempio, prendiamo una funzione da X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

Y = {a, b, c, d, e, f, g, h}, 
osì de�nitaall'elemento è assegnato l'elemento
x y1 a2 g3 g4 g5 b6 
7 a8 
Esempi:� i gra�
i dei giornali:il rendimento di un titolo asso
ia ad ogni istante nel tempo(giorno) un rendimento per
entuale, asso
ia ad ogni elemen-to dell'insieme dei giorni un elemento dell'insieme dei valoriper
entuali;� il numero di lettere di una parola:è una funzione dall'insieme delle parole all'insieme dei numeri(naturali), l'AZIONE della funzione è assegnare un numero a
ias
una parola;� f(x) = 2 · x:è una funzione dall'insieme dei numeri allo stesso insieme deinumeri naturali; una funzione può essere de�nita da un in-sieme a se stesso, ad ogni numero fa 
orrispondere il suodoppio.

• Notazione 
on fre

ia (f : x → 2x).
• Variabile dipendente e variabile indipendente.L'Output di una funzione DIPENDE dall'input: a 
ias
un elemen-to dell'insieme di partenza, viene assegnato, se
ondo un'azioneben de�nita, un elemento dell'insieme di arrivo. L'input prende ilnome di variabile INDIPENDENTE, l'Output di variabile DIPEN-DENTE.
• funzione reale di variabile reale.Nei prossimi 
apitoli si approfondirà il 
on
etto di funzione, re-7



stringendolo a quanto è di interesse per l'e
onomia: si parleràsolamente di funzioni reali di variabili reali, 
ioè di funzioni f :
Rn → R. Ri
ordate però 
he il 
on
etto è più ampio e si puòriferire a due insiemi generi
i. Per 
hi vuole, on�line appunti 
onappendi
e.

• gra�
o di una funzione. Supponete 
he A e B siano due sot-toinsiemi di R: rappresentare il prodotto 
artesiano A × B. Sia
f : A → B, il gra�
o non è altro 
he la rappresentazione sulprodotto 
artesiano di tutti i punti (x, f(x)), dove x ∈ A.Esempi:La s
a

hiera, poi una funzione qualsiasi (y = x2)FARE GRAFICO

• Zeri di una funzione.Siano A un insieme e B un sottoinsieme di R. f : A → B èuna funzione. Uno zero della funzione f è un x ∈ A, per il quale
f(x) = 0.Gli zeri si trovano fa
ilmente guardando il gra�
o: Ad ogni 
oppia
(x, f(x)) 
orrisponde un punto sul piano 
artesiano. Se x è unozero della funzione, allora la 
oppia sarà del tipo (x, 0). L'ordinata
y del punto sarà 0, e 
iò signi�
a 
he il punto si trova sull'asse delle
x. Quindi gli zeri della funzione sono esattamente le as
isse delleintersezioni del gra�
o 
on l'asse delle x.Esempi:
f(x) = x − 5 lo zero è x = 5 ∈ A
f(x) = x2 lo zero è x = 0 .

• Funzione identità.Si 
hiama funzione identità su un insieme A una funzione 
haasso
ia ad ogni elemento l'elemento stesso.La funzione identità, è tale per 
ui per ogni x ∈ X si ha f(x) = x4. Quanti�
atori.
• Per ogni (∀) ed esiste (∃) i quanti�
atori sono espressioni 
omequal
osa (quanti�
atore esistenziale) e ogni 
osa (quanti�
atoreuniversale) e le loro 
ontroparti simboli
he Per ogni (∀) ed esiste(∃). Il nome quanti�
atori è legato al fatto 
he indi
ano quanto ègrande l'estensione in 
ui è valido un predi
ato.
• Negazione dei quanti�
atori: (i) non∀ ⇐⇒ ∃non ; (ii) non∃ ⇐⇒
∀non 8



I quanti�
atori universale ed esistenziale opportunamente 
ombi-nati 
on il 
onnettivo logi
o di negazione possono svolgere l'unola funzione dell'altro. L'a�ermazione è falso 
he ogni numero èpari si può an
he esprimere di
endo 
he esiste un numero 
he nonè pari. Nel linguaggio formale questo si può tradurre di
endo 
he
non(∀x ∈ P )è equivalente a
∃x non ∈ Pe questo vale per qualunque s
elta di P.Analogamente l'a�ermazione non esiste un numero naturale divis-ibile per 0 è equivalente all'a�ermazione ogni numero naturale nonè divisibile per 0, formalmente possiamo dire 
he
non(∃x ∈ N)è equivalente a
∀xnon ∈ N

• (Dimostrazione per assurdo).Le proposizioni A ⇒ B equivale a nonB ⇒ nonA. Fate la tabelladi verità per rendervene 
onto.Esempio: A = { giorni di pioggia }, B = { giorni nuvolosi }se piove ⇒ 
i sono nuvoleequivale a se non 
i sono nuvole ⇒ non piove
• Eser
izi svolti:(a) Ris
rivere, utilizzando gli aggettivi 
attivo e disattento, lafrase: �non è vero 
he Pierino è buono e attento�.non (Pierino è buono e attento)Pierino non è buono o non è attentoPierino è 
attivo o è disattento(b) Quale delle seguenti espressioni signi�
a: non è vero 
he ogninumero intero è multiplo di 7 (a e b sono numeri interi)?a) ∃a ∃b : a 6= 7b ;b) ∃a ∀b : a 6= 7b ;
) ∀a ∃b : a 6= 7b ;d) ∀a ∀b : a 6= 7b ? 9



Ris
rivo la proposizione:
non∀a ∃b : a = 7b
∃a : non∃b : a = 7b
∃a : ∀b non a = 7b
∃a : ∀b : a 6= 7bquindi, la risposta è b).

• De�nizione, assioma, teoremaGli ASSIOMI sono enun
iati da 
ui partire e da usare nelle de-duzioni (in matemati
a per giungere a dimostrare teoremi). Sonoproposizioni 
he non si dimostrano per
hè sembrano intuitiva-mente vere e si usano 
ome punto di partenza. Ad esempio, tuttele 
ostitutzioni partono da assiomi:art 1 della 
ostitutzione italiana L'Italia è una repubbli
a fondatasul lavoroart 1 Di
hiarazione Universale dei Diritti dell'Uomo Tutti gli es-seri umani nas
ono liberi ed eguali in dignità e diritti. Essi sonodotati di ragione di 
os
ienza e devono agire gli uni verso gli altriin spirito di fratellanza.La DEFINIZIONE è un'operazione logi
a 
onsistente nell'individ-uazione e nell'illustrazione delle proprietà essenziali di una data
osa, o in una equivalenza tra un termine e il signi�
ato del ter-mine stesso.In MATEMATICA, gli assiomi possono sono formule 
he sonosoddisfatte da ogni modello per ogni funzione di assegnazione allevariabili. Esempio: assioma di uguaglianza:
∀x, x = xIn alternativa, nell'ambito di una spe
i�
a teoria sono le formule
he svolgono il ruolo delle assunzioni spe
i�
he della teoria stessa.Esempio, il primo postulato di Eu
lide nell'ambito della geometriaEu
lidea:Tra due punti è possibile disegnare una ed una sola rettaDa notare 
he esistono geometrie alternative 
he partono da assio-mi di�erenti (ad esempio, non 
onsiderano quello delle parallele).In matemati
a per TEOREMA, strettamente, si intende un enun-
iato 
he viene dimostrato nell'ambito di una teoria formale e 
hein una esposizione sistemati
a della teoria viene presentato 
omerisultato di rilievo. Solo il ruolo di rilievo di�erenzia i teoremi dai10



lemmi (
he pre
edono un teorema più importante), dai 
orollari(
he lo seguono) e dalle sempli
i proposizioni della teoria.
Appendi
e: per saperne di più sulle funzioni

• Dominio e 
odominio. Notazione 
on insiemi (f : A → B).In una funzione dall'insieme A all'insieme B, A è detto dominio e
B 
odominio. ATTENZIONE: una funzione assegna un elemento del
odominio ad OGNI elemento del dominio, ma non vi
eversa. Vediesempio tabella, o parole → numero lettere.

• Immagine di una funzione.L'insieme di tutti gli elementi di B 
he vengono assunti 
ome valoredalla funzione, 
ioè 
he sono valore della funzione per almeno un x ∈A, si 
hiama immagine della funzione f e si indi
a 
on f(A). Ciò staa indi
are: {f(x)|x ∈ A}. L'immagine 
oin
ide 
on il 
odominio Boppure ne è un sottoinsieme. Esempi:
f(x) = 2x Il dominio è N, il 
odominio N, l'immagine l'insieme deinumeri pari.La funzione numero di lettere di una parola: il dominio è l'insiemedelle parole italiane, il 
odominio è N. La parola più lunga della linguaitaliana è pre
ipitevolissimevolmente∗. Quindi, l'immagine è l'insiemedei numeri minori o uguali di 27.

• Funzioni iniettive, suriettive e biiettive.Una funzione si di
e iniettiva se elementi distinti del dominio hannoun'immagine distinta, o equivalentemente se ogni elemento del 
odo-minio 
orrisponde ad al più un elemento del dominio.Se abbiamo una funzione reale di una variabile reale 
he è iniettivaallora tra

iando sul suo piano 
artesiano una qualsiasi retta parallelaall'asse x (
orrispondente al dominio) questa interse
herà il gra�
o del-la funzione al più una volta.Esempi: f(x) = x + 3 è iniettiva. La funzione identità è iniettiva. Seil dominio non è ristretto ai numeri positivi, f(x) = x2 non è iniettiva.
f(x) = sen(x) non è iniettiva.Una funzione si di
e suriettiva quando l'immagine 
oin
ide 
on il 
odo-minio, ovvero quando ogni elemento y del 
odominio è immagine dialmeno un punto del dominio.

∗Fonte: www.wikipedia.org . 11



Una 
orrispondenza biunivo
a (
hiamata an
he funzione biiettiva) tradue insiemi A e B è una relazione binaria tra A e B, tale 
he ad ognielemento di A 
orrisponda uno ed un solo elemento di B, e ad ognielemento di B 
orrisponda uno ed un solo elemento di A. Una funzionebiiettiva è sia iniettiva 
he suriettiva.
• Funzione 
omposta f ◦ g.Data una funzione f tra due insiemi X e Y ed un'altra funzione g 
hetrasforma ogni elemento di Y in un elemento di un altro insieme Z, side�nis
e la 
omposizione di f e g 
ome la funzione 
he trasforma ognielemento di X in uno di Z usando prima f e poi g.Formalmente, date due funzioni f : X → Y e g : Y → Z de�niamo lafunzione 
omposta

g ◦ f : X → Zponendo
(g ◦ f)(x) = g(f(x))
ioè appli
ando prima f ad x e quindi appli
ando g al risultato f(x).Esempi: supponiamo 
he l'altezza di un aereo al tempo t sia data dauna funzione h(t) e 
he la 
on
entrazione di ossigeno nell'atmosferaall'altezza x sia data da un'altra funzione 
(x).Allora (
 o h)(t) = 
(h(t)) des
rive la 
on
entrazione di ossigeno intornoall'aereo al tempo t.

• Funzione inversa.Una funzione biiettiva è an
he detta invertibile: possiamo infatti in-vertire l'azione della funzione e de�nire la 
osiddetta funzione inversa
f−1 : B → A .Esempi: l'uni
a funzione uguale alla sua inversa è la funzione identità,
f(x) = 2 · x =⇒ f(x)−1 = x

2

• Solo le funzioni suriettive hanno una funzione inversa, spesso peròquesto è omesso e bisogna identi�
are il dominio dell'inversa.
• Eser
izio svolto:1. Dimostrare 
he (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1.

f, g sono invertibili, quindi son 
orrispondenze biunivo
he.Sia f : A → B, g : B → C. Quindi, f ◦ g : A → C è biunivo
a(ad ogni elemento di A 
orrisponde uno ed un solo elemento di Ce vi
eversa).
(f ◦ g)−1 : C → A 12



g−1 : C → B, f−1 : B → A quindi g−1 ◦ f−1 : C → A.Poi
hè l'inversa di una funzione è biunivo
a, abbiamo svolto ladimostrazione.

13



2 I numeri1. Operazioni e insiemi numeri
i.
• L'insieme N dei numeri naturali.I numeri naturali sono quelli 
he si usano per 
ontare: 0,1,2,3,4,...
ioè i numeri senza virgola, positivi: N = {0, 1, 2, 3, 4, . . .} For-malmente,

N = {n|0 ∈ N e ∀n ∈ N, n + 1 ∈ N}Attenzione: i numeri naturali 
ontengono lo zero. Si de�nis
e
N+ = N \ {0}. In al
uni testi si 
onsidera lo zero 
ome es
luso neinaturali e si de�nis
e N0 = N ∪ {0}.

• Le operazioni aritmeti
he:somma +, di�erenza −, moltipli
azione · e divisione /.
N è un insieme 
hiuso rispetto alla somma ed alla moltipli
azione.Cioè,

∀n, m ∈ N, n + m ∈ N

∀n, m ∈ N, n · m ∈ N

• Elemento neutro (0) della somma, sua uni
ità. Elemento neutro(1) del prodotto, sua uni
ità
0 è l'elemento neutro della somma e della di�erenza (ma perquest'ultima solo a destra, visto 
he, 
ome vedremo, non vale laproprietà 
ommutativa), 
ioè

∀n ∈ N, n + 0 = n e n − 0 = nmentre 1 è l'elemento neutro della moltipli
azione e della divisione(ma per quest'ultima solo a destra), 
ioè
∀n ∈ N, n · 1 = n e n/1 = nIn altre parole, le funzioni f(n) = n+0, f(n) = n−0, f(n) = n ·1e f(n) = n/1 sono funzioni identità in qualsiasi insieme numeri
o.

• Uni
ità della s
omposizione in fattori primiUn numero primo è un numero natuale 
he è divisibile solo per 1e per se stesso. Formalmente, l'insieme dei numeri primi è
P = {p ∈ N|∀q ∈ N \ {1, p}, p/q /∈ N}14



Per ogni numero naturale n, esiste un solo insieme di numeri primi
{p1, p2, p3, . . .} tale per 
ui

n = p1 · p2 · p3 · . . .notare 
he pi e pj non sono ne
essariamente distinti. Esempio,
12 = 2 · 2 · 3(a) N è 
hiuso rispetto alla sottrazione? N è 
hiuso rispettoall'operazione ∀n, m ∈ N|n ≥ m, s = n − m?(b) N è 
hiuso rispetto alla divisione? L'insieme dei numeri pariè 
hiuso rispetto alla divisione per 1 e per 2? E l'insieme deimultipli di 10 è 
hiuso rispetto alla divisione per 2?

• Non sempre la sottrazione è de�nita in N: l'insieme Z dei numeriinteri.
er
hiamo un sovrainsieme di N, Z ⊃ N, 
hiuso ripetto alla dif-ferenza. Basta aggiungere ad N gli interi negativi:
Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}

• Elemento opposto di un numero (−x), sua uni
itàL'opposto di un numero intero x è un numero intero −x tale 
hela somma x + (−x) è pari a 0. L'elemento opposto di un numeroè uni
o.
• Non sempre la divisione è de�nita in Z: l'insieme Q dei numerirazionali. 
er
hiamo un sovrainsieme di Z, Q ⊃ Z ⊃ N, 
hiusoripetto al rapporto. Prendiamo l'insieme dei numeri esprimibili
ome il quoziente di numeri interi:

Z = {x = p/q|p, q ∈ Z, q 6= 0}ATTENZIONE: notare 
ome, per sua stessa de�nizione, non èammissibile la divisione di nessun numero per 0.(Eser
izio: è poissibile s
rivere 3/4 sotto forma di frazione 
ondenominatore uguale a 5? E 
on denominatore uguale a 8? Mo-tivare la risposta. Per rispondere si può usare l'elemento neutrodel prodotto, 
he è 1 = 5
5

= 8
8
. . . )

• Proprietà asso
iativa e 
ommutativa di somma e prodotto.Un'operazione ♥ gode della proprietà 
ommuntativa in un insieme
S se

∀x, y ∈ S, x♥y = y♥x15



Somma e moltipli
azione godono della proprietà 
ommutativa,sottrazione e divisione no.Esempi:(a) ∀a, b, c ∈ N, a + (b + c) = (a + b) + c la proprietà asso
iativadella somma vale an
he in Z ed in Q(b) ∀a, b, c ∈ N, a · (b · c) = (a · b) · c la proprietà asso
iativa dellasomma vale an
he in Z ed in Q.(
) La proprietà asso
iativa vale per sottrazione e di�erenza? Fornireun 
ontroesempio∗:
(10 − 3) − 2 6= 10 − (3 − 2).Attenzione a non 
onfondere quest'esempio 
on la somma frainteri: [10 + (−3)] + (−2) = 10 + [(−3) + (−2)].(d) La 
omposizione di funzioni è 
ommutativa? (f(x) = x +
3; g(x) = 2x =⇒ f(g(x)) 6= g(f(x))

• Proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma. Il prodot-to gode della proprietà distributiva rispetto alla somma:
a · (b + c) = (a · b) + (a · c)Notare 
he per la proprietà 
ommutativa (e SOLO per
hè il prodot-to gode della proprietà 
ommutativa) l'equazione pre
edente èequivalente a
(b + c) · a = (b · a) + (c · a)

• Elemento inverso di un numero ( 1
x
), sua uni
ità.Per ogni elemento x in Q, si de�nis
e l'inverso 
ome l'elemento

y = 1
x
tale per 
ui il prodotto fra x ed y è pari ad 1.

• Elevamento a potenza. La potenza è il prodotto della base tantevolte quant'è l'esponente. Elevo a alla potenza n-esima: an =
a ·a · ...a, n volte. Un numero, diverso da 0, elevato alla 0 è ugualea 1. Notare 
he 00 non è de�nito. Il prodotto di due potenze 
onla stessa base è una potenza 
he ha per base la stessa base e peresponente la somma degli esponenti: anam = an+m. Nello stessomodo, il quoziente di due potenze 
on la stessa base è una potenza
he ha per base la stessa base e per esponente la di�erenza degliesponenti: an/am = an−m.

∗Se si vuole dimostrare 
he una proprietà è vera, questa va dimostrata in generaleper tutti i 
asi possibili. Se inve
e si vuole dimostrare 
he una proprietà è falsa basteràveri�
are 
he è falsa per un solo singolo 
aso. In matemati
a non esistono e

ezioni 
he
onfermano le regole, bensì le invalidano. Si rivedano le analogie 
on le impli
azioni logi
he.16



Esempi:
50 = 1, 51 = 5, 52 = 25, 53 = 125
2322 = 23+2 = 25 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 32
23/22 = 23−2 = 21 = 2

• Elevamento a esponente negativo. Un numero a elevato a unapotenza negativa −n, è uguale a 1/an. Ri
ordando la regola ap-pena enun
iata sul rapporto tra esponenziali 
on la stessa base,pensiamo a 
osa su

ede a an/am = an−m se n < m. Il risultatodel rapporto è a elevato a potenza negativa, ed in e�etti, se s
riv-iamo la potenza 
ome moltipli
azione, è 
hiaro 
he a−n = 1/an.Esempio:
23/25 = 23−5 = 2−2 = 1/4. ,infatti 23/25 = (2 · 2 · 2)/(2 · 2 · 2 · 2 · 2) = 1/(2 · 2) = 1/22.

• Radi
e ennesima: Dato un numero a positivo si 
hiama radi
e n-esima di a quel numero positivo b tale 
he bn = a, tale numero siindi
a 
on n
√

a. Da questa de�nizione si ha subito 
he ( n
√

a)
n

= a.Quindi è ragionevole (in virtù delle proprietà delle potenze) porre
n
√

a = a1/n. La radi
e ennesima è de�nita solo per i numeri posi-tivi.Esempi:
4
√

16 = 161/4 = 2
3
√

27 = 271/3 = 3
4
√
−16 = −161/4, non esiste, infatti non esiste un numero 
hemoltipli
ato per sè stesso 4 volte restituis
e il valore -16.

• Non sempre la radi
e è de�nita in Q (si veda più avanti la di-mostrazione del fatto 
he √
2 6∈ Q): l'insieme R dei numeri reali.L'insieme dei numeri reali R 
omprende i numeri razionali e i nu-meri irrazionali, 
ioè quelli la 
ui rappresentazione de
imale nontermina né è periodi
a (ad esempio π o √(2)), sono quindi quelli
he non possono essere s
ritti 
ome quoziente di due numeri interi.In R, se a > 0, la potenza ax può essere de�nita per esponenti realiarbitrari x.

• Rappresentazione de
imale: I numeri razionali possono essere rap-presentati in forma de
imaleEsempi:
1.2 = 1 · 100 + 2 · 10−1 = 12/10
0.041 = 0 · 100 + 0 · 101 + 4 · 10−2 + 1 · 10−3 = 41/1000 .Ogni frazione p/10n ammette una rappresentazione de
imale lim-itata 17



Esempi:
73
100

= 0.73, 21
1000

= 0.021, 272
10

= 27.2, π = 3.1415 . . . .
• Dimostrazione del fatto 
he √

2 non è razionale.Supponiamo 
he √(2) ∈ Q. allora, √(2) = p
q

on p e q primi fraloro. Si può ris
rivere

2q2 = p2e si possono veri�
are due 
asi:� p è dispari.Allora,
2q2 = (numero dispari)2Ma un numero dispari al quadrato è sempre dispari. L'uguaglian-za è fra un intero pari (a sinistra) e uno dispari (a destra):assurdo!� p è pari, ma allora q è dispari (sono primi fra loro).Possiamo s
rivere p = 2 · s, dove s è un intero. Per 
ui

2(numero dispari)2 = p2 = 4s2ma dividendo a destra e a sinistra per 2 abbiamo
(numero dispari)2 = 2s2Siamo tornati, a parti invertite, nello stesso assurdo di prima!

• Eser
izio svolto:� Determinare quanti elementi 
ontiene l' insieme
{n|n è un numero naturale divisibile per 3 e 1 < n < 100} ,e l'insieme
{n|n è un numero naturale divisibile per 3 e 201 < n < 300}?Questo esempio serve a dimostrare 
ome le approssimazionivadano trattate 
on 
autela. Entrambi gli insiemi hanno 100elementi e 
hiaramente un numero ogni 3 è divisibile per 3.Se si divide 100 per 3 si ottiene 100

3
, approssimabile per difettoa 33 e per e

esso a 34, qual è il valore giusto? Dipende dai
asi: nel primo 
aso 33, nel se
ondo 34.

• Eser
izi:(a) Dimostrare 
he −1 · x è l'opposto di x.(b) Dimostrare 
he l'opposto dell'opposto di un numero è il nu-mero stesso; lo stesso vale per l'inverso.18



(
) Dati gli insiemi X = {x ∈ R|x ≤ 5}, Y = {x ∈ R|x ≤ −1} e
Z = {x ∈ R| − 3 < x < 0}, determinare:
X ∪ Y ∪ Z , X ∩ Y ∩ Z e X\Y .(d) Dire se i seguenti enun
iati sono veri o falsi:
∀x ∈ N, x < 0;
∀x ∈ Z, x2 > 1;
∀x ∈ Z, x < 0;
∀x ∈ N, x + 0 = 0.Per gli enun
iati falsi, modi�
are il quanti�
atore o la re-lazione, a�n
hé diventino veri.2. Ordinamento e sue proprietà.

• Struttura di ordine su N, Z, Q ed R. L'ordinemento su un insieme
X è una relazione binaria su X 
he è ri�essiva, antisimmetri
a,transitiva. Questo signi�
a 
he, se denotiamo una tale relazione
on ≤, valgono i seguenti enun
iati per tutti gli a, b e c elementidi X:� per ogni a, a ≤ a (ri�essività);� se a ≤ b e b ≤ a, allora a = b (antisimmetria);� se a ≤ b e b ≤ c allora a ≤ c (transitività);� a ≤ b oppure b ≤ a (totalità).

• Regole per la manipolazione delle disuguaglianze:� se a < b e b < c, allora a < c;� se a < b, allora a + c < b + c e vi
eversa;� se a < b, allora −a > −b e vi
eversa;� se a < b, allora ac < bc e vi
eversa, se c > 0;� se a < b, allora ac > bc e vi
eversa, se c < 0;� se a 6= 0, allora a2 > 0;� se a > 0, allora 1
a

> 0 e vi
eversa;� se a < 0, allora 1
a

< 0 e vi
eversa;� se 0 < a < b, allora 1
a

> 1
b
;� se a < b e c < d, allora a + c < b + d;� se 0 < a < b e 0 < c < d, allora ac < bd.

• In Q ed R, dati due numeri x < y, esiste sempre z | x < z < y(ad esempio x+y
2
). 19



• Il valore assoluto di un numero reale si ottiene ponendo il segnodel numero sul +. Si indi
a 
on il simbolo | |.Esempi:
|5.1| = 5.1, | − 7.3| = 7.3, |π| = π, | − π| = π.Al numero 0 si assegna il valore assoluto 0, quindi: |0| = 0 .3. Espressioni algebri
he.

• Polinomi, grado di un polinomio, zeri di un polinomio. Le espres-sioni 
ostruite 
on variabili e numeri appli
ando le operazioni dimoltipli
azione, addizione e sottrazione si 
hiamano polinomi. Adesempio 5x5 + 4x3 − 7x2 + x − 1 è un polinomio nella variabile
x. I numeri 5, 4,−7, 1,−1 
he 
ompaiono nel polinomio si di
ono
oe�
ienti.La massima potenza 
on 
ui 
ompare una variabile si di
e gradodel polinomio. L'esempio pre
edente è un polinomio di quinto gra-do. Una 
ostante (in 
ui non 
ompare variabile) può essere vista
ome polinomio di grado zero (poi
hé x0 = 1).

• Moltipli
azione dei polinomi: si e�ettua sfruttando la proprioetàdistributiva. Si moltipli
a 
ias
un addendo nella prima parentesi
on 
ias
un addendo nella se
onda parentesi.Esempi:
(x − 3)(y + 2) = xy + 2x − 3y − 6,
(x − 3)(x + 2) = x2 − x − 6,
(x + y)2 = x2 + 2xy + y2,
(x − y)2 = x2 − 2xy + y2,
(x + y)(x − y) = x2 − y2.D'ora in poi 
onsideremo solo polinomi ad una variabile.

• S
omposizione (fattorizzazione) dei polinomi: Data un'espressionevogliamo s
riverla 
ome prodotto di più espressioni.Esempi:
x2 + 3x + 2 = (x + 1)(x + 2)
x2 − x − 12 = (x + 3)(x − 4)
x2 − 6x + 9 = (x − 3)2.Esistono delle regole per fa
ilitare la s
omposizione dei polinomi,la più nota è la regola di Ru�ni (
he qui 
itiamo solamente).

• Formula per la soluzione di un polinomio di primo grado:dal generi
o ax + b = 0 si ri
ava 
he x = − b
a
.

• Formula per la s
omposizione dei polinomi di se
ondo grado: Un'e-quazione di se
ondo grado è un'equazione del tipo ax2+bx+c = 0,20



oppure un'equazione 
he può essere ridotta a questa forma. Qui
a, b e c sono i 
oe�
ienti dell'equazione, e inoltre a > 0. Gli zeridella funzione si trovano 
on la formula risolutiva

x1,2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
.A se
onda 
he il numero sotto radi
e b2 − 4ac sia negativo, nullooppure positivo, l'equazione non ammette soluzioni reali, ne am-mette una oppure due. Il numero b2 −4ac de
ide quindi il numerodi soluzioni ed è detto dis
riminante. Esempi:

x2 − 5x + 6 = 0 ⇒ x1,2 = 5±
√

25−4·1·6
2

= 5±1
2

⇒ x1 = 2, x2 = 3.
• Espressioni razionali Esempi:

1√
x

=
√

x
x
,

√
x(1+y)2

x
√

1+y
= x−1/2(1 + y)3/2 .

• Non tutte le equazioni sono risolvibili in R (esempi: x2 + 1 = 0,ma an
he x2 − x + 1 = 0).
• Eser
izi:(a) Dimostrare 
he, se in un polinomio la variabile x 
ompare intutti gli elementi (esempio: x3a+x2b+xc), quel polinomio siannulla per x = 0.(b) S
omporre il seguente polinomio: x3 + 3x2 + 2x = 0(
) S
omporre il seguente polinomio: x4 − 7x2 + 10 = 0

21



3 Riferimenti 
artesiani1. Sistemi di riferimento nel piano e nello spazio.
• Gli elementi di R.Data una retta, �ssiamo un punto O ed un punto U . O rappre-senta l'origine, ad OU viene assegnato valore (lunghezza) 1. OUrappresenta l'unità di misura, il verso se
ondo 
ui O pre
ede U ilverso positivo. La retta 
osì ottenuto è una retta orientata.Ad ogni elementi di R può essere assegnato un punto lungo unaretta orientata in 
ui l'origine 
orrisponde a 0 ∈ R, la porzionealla sua destra prende il nome di semiasse positivo e quello asinistra semiasse negativo. La relazione, a di�erenza 
he per glialtri insiemi numeri
i, è biunivo
a: ad ogni punto su di una rettaorientata può essere assegnato un elemento di R.

0
 1


2
1/2


5


-3


-9/2


• Gli elementi di R2 e 
oordinate 
artesiane.
R2 = R×R Il piano 
artesiano non è altro 
he la rappresentazionedel prodotto 
artesiano. Di nuovo, esiste una relazione biunivo
afra i punti nel piano e le 
oppie (x, y) nello spazio.L'as
issa è l'asse 
oordinato orizzontale ed orientato da sinistra adestraL'ordinata è l'asse 
oordinato verti
ale ed orientato dal basso versol'altoGli assi 
oordinati si interse
ano in (0, 0) (è una 
onvenzione).
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As
issa ed ordinata non devono ne
essariamente avere la stessaunità di misuraIn R2 è naturale rappresentare le funzioni reali di variabile reale:
f : A → BDove A, B sono sottoinsiemi di R. Rappresentiamo A lungo l'assedelle as
isse e B lungo l'asse delle ordinate. Sul piano è possibilerappresentare le 
oppie (x, f(x)).
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• Quadranti.La porzione del piano delimitata dai semiassi positivi si di
e Iquadrante (vedremo 
he è un luogo geometri
o), gli altri vengononumerati in senso antiorario.I quadrati vengono spesso nominati an
he 
on le 
oordinate ge-ogra�
he: quadrante di nordest, nordovest e

.
• Gli elementi di R3.In modo del tutto analogo, esiste una relazione biunivo
a tra ipunti nello spazio e gli elementi del prodotto 
artesiano R×R×R.
• Coordinate 
artesiane nello spazio.Fissiamo un piano, ed in esso un sistema di assi 
artesiani, edimmaginiamolo disposto orizzontalmente.Prendiamo una retta (orientata) ad esso perpendi
olare e pas-sante per l'origine. Le triple (x, y, z) rappresentano le 
oordinate
artesiane nello spazioUn sistema di assi nello spazio permette di rappresentare funzionireali di due variabili reali:

f : A → BDove A ⊆ R2 è una porzione di un piano e B ⊆ R.23
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2. Distanza tra due punti nel piano.La distanza fra due punti nel piano è pari alla lunghezza del segmento
he li 
ongiunge.Per determinare la distanza fra due punti nel piano 
artesiano si usa ilTeorema di Pitagora: �in un triangolo rettangolo il quadrato 
ostruitosull'ipotenusa è uguale alla somma dei quadrati 
ostruiti sui 
ateti�.Esempio: Considerate i due punti (15, 1) e (19, 4).
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(15,1) Il 
ateto x1x2 misura x2 −x1 = 4, il 
ateto y1y2 misura y2 − y1 = 3. Ladistanza fra i due punti è allora pari alla lunghezza dell'ipotenusa deltriangolo rettangolo 
osì ottenuto,
d =

√
42 + 32 =

√
25 = 5Per qualsiasi 
oppia di punti (x1, y1); (x2, y2) è possibile 
ostruire talerappresentazione. In generale quindi24



d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2Arttenzione, non imparate la formula a memoria, in parti
olare i nomidelle variabili. Gli assi prendono nomi diversi da x, y a se
onda delproblema (leggi, funzione) 
he si vuole rappresentare. Inoltre, se si
onsidera l'insieme R×R direttamente, spesso si indi
ano x, y ∈ R×R
ome (x1, x2); (y1, y2)3. Luoghi geometri
i.
• Un luogo geometri
o è un sottoinsieme di R2 (o R3) 
aratterizza-to da una 
erta proprietà (sono quasi tutti insiemi in�niti e nonsarebbe possibile elen
arne gli elementi).Esempi:(a) il luogo geometri
o dei punti le 
ui 
oordinate sono entrambenumeri interi:

{(x, y) ∈ R2|x ∈ Z e y ∈ Z} = {(x, y) ∈ R2|(x, y) ∈ Z2} = Z2;(b) il luogo geometri
o dei punti in 
ui almeno una 
oordinata èun numero intero:
{(x, y) ∈ R2|x ∈ Z o y ∈ Z} .
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• Luoghi geometri
i de�niti da uguaglianze.Ad esempio le bisettri
i dei quadranti:
{(x, y) ∈ R2|x = y}
{(x, y) ∈ R2|x = −y}

• Luoghi geometri
i de�niti da disuguaglianze.Ad esempio i quadranti:I quadrante {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0 e y ≥ 0}IV quadrante {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0 e y ≤ 0}25



Rettangolo:
{(x, y) ∈ R2|b1 ≤ x ≤ b2 e h1 ≤ y ≤ h2}
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I luoghi geometri
i possono essere molto più 
ompli
ati:
{(x, y) ∈ R2|x ≤ 5 + 2y2 e0 ≤ y ≤ 7} .4. Rette.

• Rappresentazione di una retta.Ogni retta nel piano 
artesiano può essere rappresentata o 
ome
y = ax + b, oppure 
ome x = c.
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Noi 
i o

uperemo prevalentemente delle rette del primo 
aso, 
herappresentano le funzioni lineari da x in y.
b rappresenta il valore della funzione per x = 0, gra�
amente rap-presenta sull'asse delle y il punto di intersezione 
on la retta.
a rappresenta l'in
linazione della retta: a = 1 
orrisponde all'in-
linazione di 45◦, per a > 1 si avrà una pendenza maggiore, per
a < 1 maggiore. a è detto 
oe�
iente angolareLe rette y = b sono parallele all'asse delle x e sono 
hiamate
ostanti, per
hé rappresentano le funzioni 
he asso
iano ad ogni xlo stesso valore di y. 26



• Rette parallele.Due rette sono parallele se e solo se hanno lo stesso 
oe�
ienteangolare.
• Rette perpendi
olari.Prese due rette y = a1x + b1 e y = a2x + b2 sono perpendi
olari se

a1a2 = −1

• Retta passante per un punto.Dato un punto assegnato P0(x0, y0) ed una retta generi
a y =
ax + b, la retta passa per P= se e solo se l'equazione è soddisfattadalla 
oordinate del punto, 
ioè se y0 = ax0 + b. Mettendo le dueequazioni a sistema e sottraendo membro a membro si trova 
heogni retta passante per P0 soddisfa

y − y0 = a(x − x0)Eser
izio: trovare l'equazione delle rette passanti per (5, 7)

• Equazione della retta passante per due punti.Sia P1(x1, y1) un punto distinto da P0. Per i punti P0, P1 passauna ed una sola retta. Tale retta passa per P0 e quindi soddisfa
y − y0 = a(x − x0). Sostituendo alle generi
he x, y le 
oordinatedel punto P1 otteniamo il 
oe�
iente angolare della retta:

a =
y1 − y0

x1 − x0Non resta 
he sostituire il 
oe�
iente angolare trovato nell'equazionedella retta passante per P0 (notate 
he l'uni
o paramentro liberoin detta equazione è il 
oe�
iente angolare):
y − y0 =

y1 − y0

x1 − x0

(x − x0)Esempio:(a) Trovare e rappresentare la retta passante per P0(5, 7), P1(5,−3).In questo 
aso la retta è sempli
emente la parallela all'assedelle ordinate passante per P0 e P1, 
ioè x = 5 .
• Semipiani.Si di
e semipiano la porzione di piano delimitata da una retta.Esempio: Tutti i punti sopra y = 2x − 3:
{(x, y) ∈ R2|y > 2x − 3}. 27



Un semipiano si di
e aperto se non 
ontiene i punti della retta
he lo delimita, 
hiuso vi
eversa. Poi
hè esistono in�nte rette,esistono in�niti modi di dividere un piano in due semipiani, unoaperto ed uno 
hiuso.5. ParabolePer parabole intendiamo quei punti (x, y) ∈ R2 per 
ui vale l'identita
y = ax2 + bx + c, 
on a, b, c ∈ R .Per trovare l'interesezione della parabola sull'asse delle y poniamo x =

0, otteniamo y = c.La parte destra dell'identità rappresenta un polinomio e noi abbiamogià visto la formula per trovarne gli zeri (x1,2 = −b±
√

b2−4ac
2a

): questi, seesistono, saranno i punti di intersezione sull'asse delle x della parabola.Esempi:(a) Rappresentare la parabola y = x2 + 9Intersezione 
on asse y: x = 0 ⇒ y = 9Non ha intersezioni 
on l'asse x per
hé √
b2 − 4ac =

√
−36 nonesiste.
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X(b) Rappresentare la parabola y = x2 − 8x + 15 .Intersezione 
on asse y: x = 0 ⇒ y = 15 .Intersezione 
on asse x: x1,2 =
8±
√

82−4(1·15)
2

= 8±2
2

, x1 = 3 ed
x2 = 5; da 
ui y = (x − 3)(x − 5).(
) Rappresentare la parabola y = −x2 + 8x − 15 .Intersezione 
on asse y: x = 0 ⇒ y = −15 .Intersezione 
on asse x: ha le stesse intersezioni della pre
edente,per
hé nella formula tutti i segni opposti si 
ompensano (provareper 
redere). 28
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y = − x2 + 8 x − 15 6. Parabole verso l'alto e verso il basso, interpretazione geometri
a dimassimi e minimi delle parabole.Geometri
amente il verti
e di una parabola 
orrispondono al puntopiù in alto o più in basso, a se
onda 
he la parabola sia rivolta verso ilbasso o verso l'alto. Lo farete quando risolverete problemi di massimo,è inutile ri
ordare formule a memoria.7. Cir
onferenze.
• Equazione di una 
ir
onferenza 
entrata nell'origine nel piano 
arte-siano.La 
ir
onferenza di 
entro C(x0, y0) e raggio r è il luogo dei puntidel piano 
he distano r da C. Quindi, è:

{(x, y) ∈ R2|
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 = r}

{(x, y) ∈ R2|(x − x0)
2 + (y − y0)

2 = r2}Una 
ir
onferenza 
on 
entro (0, 0) e raggio r ha quindi equazione
x2 + y2 = r2La 
ir
onferenza non è né una funzione da x a y, né una funzioneda y a x (per
hé? quanti valori asso
ia una funzione ad ognielemento?).Per il 
aso generale (x2 + x2 + ax + cy + d = 0) e le formulerelative, vedete il libro. A noi interessa la de�nizione 
ome luogogeometri
o

• Rapporto fra raggio e 
ir
onferenza.Tutti le 
ir
onferenze sono simili. Di 
onseguenza, una volta 
en-trate sullo stesso punto, la lunghezza della 
ir
onferenza deveessere proporzionale al raggio. Nello spe
i�
o, c = 2πr29
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• Area del 
er
hio.La formula dell'area del 
er
hio può essere ottenuta a partire daquelle della lunghezza della 
ir
onferenza e dell'area del triangolo.Si immagini un esagono regolare (�gura geometri
a 
on sei lati)is
ritto nella 
ir
onferenza e diviso in triangoli uguali, aventi iverti
i nel 
entro dell'esagono. L'area dell'esagono può essere 
al-
olata 
ome somma delle aree dei triangolo (6 · (base · h/2)), 
ioèmoltipli
ando la somma delle basi dei triangoli (
he è il perimetrodell'esagono) per la loro altezza e dividendo per due. In formule
Areaesagono = perimetro·h

2
.Questa è la stessa formula dell'area del 
er
hio, laddove l'altezzaè ora rappresentata dal raggio r:

Areacerchio = perimetro·r
2

= (2π·r)·r
2

= π · r2 .8. Area e perimetro di �gure piane.
• I poligoniUn poligono è una forma geometri
a piana: è quella parte di pianodelimitata da una linea spezzata 
hiusa non intre

iata. I segmenti
he 
ompongono la spezzata 
hiusa si di
ono lati del poligono.Un poligono è detto 
onvesso quando 
omunque presi due puntiappartenenti al poligono, an
he il segmento 
he li 
ongiunge è unsottoinsieme del poligono stesso (insieme 
onvesso); 
on
avo altri-menti. Un esempio di poligono 
on
avo è una stella: il segmento
he unis
e due sue punte è esterno al poligono. Una de�nizioneequivalente di poligono 
on
avo è quella per 
ui almeno uno deisuoi angoli interni è maggiore di un angolo piatto.Un poligono è detto regolare quando tutti i lati e tutti gli angolisono uguali, oppure irregolare negli altri 
asi. Esempi di poligoniregolari sono il triangolo equilatero ed il quadrato. Esempi di30



Poligono
 convesso
 Poligono
 concavo


> 180˚


poligoni irregolari sono il rombo generi
o (i lati sono uguali, gliangoli no), il rettangolo generi
o (gli angoli sono uguali, i lati no)ed il trapezio.
• I poligoni 
ome intersezione di semipiani.Data la de�nizione di semipiani ({(x, y) ∈ R2|ay + bx + c ⋚

0}) qualsiasi poligono 
onvesso può essere de�nitito 
ome l'inter-sezione di semipiani. Ad esempio:
A = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 2}
B = {(x, y) ∈ R2|x ≤ 4}
C = {(x, y) ∈ R2|y ≥ 0}
D = {(x, y) ∈ R2|x ≤ 2}

A ∩ B ∩ C ∩ D è il quadrato di base 2.
• Il perimetro di un poligono è dato dalla somma delle lunghezzedei lati.Non serve quindi imparare al
una formula nuova per 
al
olareil perimetro di un poligono su di un piano 
artesiano: basta ladistanza fra due punti, appli
ata alla distanza fra 
ias
una 
oppiadi verti
i del poligono.
• Area dei rettangoli.L'area di un rettangolo è pari a base · altezza. Di nuovo, in unpiano 
artesiano tutto 
iò 
he serve sono le 
oordinate dei verti
ie la formula della distanza fra due punti.
• Area dei triangoli.

base·altezza
2

• Tutti i poligoni possono essere s
omposti in rettangoli e triangoli.Esempi: trapezio, rombo, esagono, �gure non regolari31



Trapezio
Le aree sono additive ma NON i perimetri.Basta prendere un trapezio: i lati in 
omune fra il rettangolo ed idue triangoli non vanno 
ontati.9. Super�
ie e volume di solidi nello spazio.
• Area dei parallelepipedi.Per parallelepipedo si intende usualmente una �gura solida le 
uifa

e sono tutte rettangoli (e sono in numero di 6).Le dimensioni sono tre: altezza h, lunghezza l e larghezza k.Il volume è dato dal loro prodotto: h · l · k .Per la super�
ie bisogna sommare l'area delle sei fa

e. Pensatedi smontare il parellelepipedo e farlo diventare 6 �gure piane. Laformula diventa: 2(h · l + h · k + l · k) .
• Solidi 
he hanno per base �gure piane: prismi e 
ilindri.In questo 
aso il volume è dato da:

V olume = areabase · altezza.La super�
ie è data da:
Superficie = 2 · areabase + perimetrobase · altezza .Di nuovo, pensate di smontare un 
ilindro: ottenete 2 
er
hi ed unrettangolo di base la 
ir
onferenza e altezza l'altezza del 
ilindro.10. Eser
izi svolti:(a) Disegnare 
ome una retta la funzione identità.funzione identità: f(x) = x → y = x, la bisettri
e di primo e terzoquadrante.(b) Determinare l'equazione della retta passante per (4, 5), parallelaa y = 3x + 2.retta passante per (4, 5): y − 5 = a(x − 4)retta parallela a y = 3x + 2: y = 3x + 2 + b32



Devo trovare una retta 
he soddisfa la prima equazione ed ha
oe�
iente angolare pari alla se
onda:
y − 5 = 3(x − 4)(
) Rappresentare nel piano 
artesiano l'insieme

{(x, y) ∈ R2 : |x − 2| < 1}.L'insieme è pari all'unione dei due insiemi:
{(x, y) ∈ R2 : x ≥ 2 e x − 2 < 1}
{(x, y) ∈ R2 : x < 2 e − x + 2 < 1}Cioè,
{(x, y) ∈ R2 : 2 ≤ x < 3}
{(x, y) ∈ R2 : 1 < x < 2}Quindi, {(x, y) ∈ R2 : 1 < x < 3}(d) Rappresentare nel piano 
artesiano l'insieme
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4 e x ≥ y}.L'insieme è pari all'intersezione della 
ir
onferenza 
entrata nel-l'origine e di raggio 2 e del semipiano (aperto) sotto la bisettri
e:
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 22} ∩ {(x, y) ∈ R2 : y ≤ x}Eser
izi:(e) Assegnati due punti A e B aventi distanza uguale a 10cm, de-terminare tutti i punti C tali 
he i triangoli ABC abbiano areauguale a 20cm2.(f) Cal
olate area e perimetro della seguente �gura:

base
 maggiore
  = 10


base
 maggiore
  = 4


h = 4

lato
 sinistro
  = 5


33



4 Esponenziali e logaritmi1. Esponenziali.
• Funzioni esponenziali.

f : x → axE' una funzione da R in R. Consideriamo sempre il 
aso a > 0.
• Gra�
o della funzione esponenziale.Prendiamo due esempi, a = 2

3
ed a = 3

2
= 1.5 :

a = 2
3

x a = 3
25.063 -4 0.1983.375 -3 0.2962.25 -2 0.4441.5 -1 0.6671 0 10.667 1 1.50.444 2 2.250.296 3 3.3750.198 4 5.063 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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y = (3/2)x

y = 1x

• Positività e simmetria.∗Se a > 0 ⇒ ax > 0 ∀x.Non 
onsideriamo qui il 
aso in 
ui a ≤ 0 per
hé 
onsideriamotutte le x ∈ R. Abbiamo visto, ad esempio, 
he a
1

2 =
√

a, ma se
a è negativo √

a non esiste.Notate poi 
he a−x =
(

1
a

)x. Quindi le funzioni x → ax e x → 1
axsono simmetri
he rispetto all'asse delle y

• Monotonia della funzione esponenziale.Se a > 1 allora:
x > y ⇐⇒ ax > ayPer 
onvin
ersi, basta 
onsiderare a > 1 e moltipli
are a destra esinistra per il numero positivo ax, qualsiasi sia x: ∀x ax+1 > axse inve
e a < 1 allora:
x < y ⇐⇒ ax < ay

∗Il 
on
etto di simmetria 
he utilizziamo è solo quello gra�
o ed intuitivo, 
he 
omunqueequivale alla de�nizione rigorosa 
he daremo in seguito.34




osa su

ede per a = 1? La funzione esponenziale 
oi
ide 
on la
ostante 1: ∀x 1x = 1Dalle proprietà pre
edenti dis
ende 
he se x 6= y, allora ax 6= ayper ogni a 6= 1 (
ioè, se a 6= 1, la funzione f(x) = ax, f : R → R,è iniettiva).
• Il numero e (detto an
he numero di Eulero).

e è un numero reale 
on molte proprietà spe
i�
he. Una sua ap-prossimazione de
imale è e = 2.71828 . . . .Questa è la de�nizione più sempli
e di e: e è l'uni
o numero tale
he, per ogni x ∈ R
ex ≥ 1 + x .Quindi, poi
hè per ogni base positiva a, y = ax passa per (0, 1),

ex è tangente ad y = 1 + x in (0, 1) (vedi gra�
o). Cioè, è l'uni
ovalore per 
ui il 
oe�
iente angolare della tangente in (0, 1) è pariad 1. L'utilità del numero di Eulero risulterà 
hiara nello studiodelle derivate.
• Esponenziale naturale: exp(x) = ex.2. Logaritmi.
• De�nizione.Dati a > 0 (a 6= 1) e b > 0 
hiamiamo logaritmo di b in base a(loga b) il numero (univo
amente determinato) x per il quale si ha

ax = b.In base alla de�nizione abbiamo ax = b ⇔ loga b = x.Provate a 
al
olare i seguenti logaritmi:
log3 27: x : 3x = 27 ⇒ x = 3,
log4 16 = 2: x : 4x = 16 ⇒ x = 2

log10 1.000.000 = 6,
log√

2 4 x :
√

2
x

= 4 ⇒ 2x/2 = 4 ⇒ 4.
• Funzione inversa di quella esponenziale.Il logaritmo è la funzione inversa della funzione esponenziale.L'esponenziale, ad ogni x asso
ia una y pari a ax. La sua funzioneinversa, ad ogni y asso
ia una x tale 
he y = ax, 
ioè il logaritmoin base a di y, dove a > 0, a 6= 1 e y > 0 è l'esponente da attribuiread a per ottenere y:

aloga y = y35



• Gra�
o della funzione logaritmo.La funzione logax e la funzione ax sono simmetri
he rispetto al-la bisettri
e. Questo per il fatto 
he una è l'inversa dell'altra:prendete il gra�
o dell'esponenziale e ribaltate asse x ed y, 
ioèruotate il piano 
artesiano attorno alla bisettri
e. Se la funzionedi partenza ad x asso
ia y se
ondo una data regola rappresentatadal gra�
o, l'inversa asso
ia ad y una x se
ondo l'inverso dellastessa regola, 
ioè dello stesso gra�
o.
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Si noti 
ome non sia de�nibile, 
ome funzione, il logaritmo di base
a = 1.

• Logaritmo in base 10.Una base 
omunemente usata è la base 10. Di solito si s
rive
log10 x = Log x

• Logaritmo naturale: loge x = log x = lnx .
• Al
une regole di 
al
olo:(a) loga(b · c) = loga b + loga c ;(b) loga bk = k · loga b ;da 
ui loga

1
b

= − loga b ;da 
ui loga
b
c

= loga b − loga c .(
) logb x = loga x
log

a
bDi quest'ultima identità, nota 
ome formula del 
ambiamentodi base, diamo la dimostrazione:dall'espressione pre
edente otteniamo

logb x · loga b = loga xelevando a per la parte sinistra abbiamo
alogb x·loga b = (aloga b)logb x = blogb x = x36



La prima eguaglianza deriva dalla proprietà 
ommutativa delprodotto;La se
onda dal fatto 
he dalla de�nzione loga b è l'esponenteda attribuire ad a per ottenere b; la terza usa la stessa pro-prietà.Ora eleviamo a per la parte destra dell'enun
iato e di nuovo
aloga x = x .3. Eser
izi svolti:(a) Sempli�
are l'espressione log2(10 · x) − log2 40.

log2 10 + log2 x − log2(10 · 4)
log2 10 + log2 x − log2 10 − log2 4
log2 x − 2(b) Risolvere ln x = e

eln x = ee ⇒ x = ee(
) (ln x2) = 2

ln x =
√

2 ⇒ x = e
√

2(d) ln | lnx| = 0

lna x = 0 ha sempre soluzione 1, qualsiasi sia la base.
| lnx| = 1se x ≥ 1, ln x = 1 e quindi x = e se x < 1, − ln x = 1 ⇒ eln x = e−1e quindi x = e−1 = 1

e(e) e−2x = 2

ln e−2x = ln 2 ⇒ −2x ln e = ln 2 ⇒ x = −1
2
ln 2Eser
izio:(f) tra

iare i gra�
i di f(x) = min{1, ex}, f(x) = max{x, x2}, f(x) =

max{0, ln x} .

37



5 Equazioni e disequazioni1. Equazioni razionali.
• Equazioni di primo grado.Il grado di un'equazione ridotta in forma normale, ossia nella for-ma P (x) = 0 è il grado del polinomio P (x). Un'equazione diprimo grado in forma normale è quindi sempre

ax + b = 0Se a = b = 0 l'equazione ha in�nite soluzioni e si di
e indetermina-ta. Se a = 0, b 6= 0 l'equzione non ha soluzioni e si di
e impossibile.In�ne, se a 6= 0 l'equazione ha una ed una sola soluzione (radi
e)pari a
x = − b

aEsempi:(a) 2(3x + 1) − 3(2x + 1) = 4(x − 1) − (4x + 3)
6x + 2 − 6x − 3 = 4x − 4 − 4x − 3
6x − 6x − 4x + 4x + 2 − 3 + 4 + 3 = 0
6 = 0L'equazione è impossibile(b) Di 
he grado è l'equazione (x+2)2−3(x−1) = 2x+(x−1)2?Trovarne le radi
i.
(x + 2)2 − 3(x − 1) = 2x + (x − 1)2

x2 + 4x + 4 − 3x + 3 = 2x + x2 − 2x + 1
x + 6 = 0Una volta ridotta in forma normale, l'equazione è di primogrado (notare 
he i polinomi a destra e sinistra del segno diuguale sono inve
e di se
ondo grado). Ha un'univa radi
e,
x = −6

• Equazioni di se
ondo grado.Abbiamo già visto 
he un'equazione di se
ondo grado in formanormale ax2 + bx + c = 0 ha al massimo due radi
i, 
he si trovano
x1,2 =

−b ±
√

b2 − 4ac

2aIl numero di radi
i dipende dal segno del dis
riminante ∆ = b2 −
4ac: 38



∆ > 0 due radi
i distinte e reali;
∆ = 0 due radi
i 
oin
identi, ovvero una sola radi
e;
∆ < 0 nessuna radi
e reale.Esempi:(a) (x − 3)(x + 3) − (2x − 1)2 + 14 = 0

x2 − 9 − 4x2 + 4x − 1 + 14 = 0
−3x2 + 4x + 4 = 0
3x2 − 4x − 4
x1,2 = 4±

√
16+48
6

x = (4 ±
√

64)/2
x1 = 4+8

6
= 2, x2 = 4−8

6
= −2

3
;(b) x2 − (4 − x)2 + x

(

1
3
− x
)

= 1
3
(1 + x)

x2 − 16 + 8x − x2 + 1
3
x − x2 = 1

3
+ 1

3
x

−x2 + 8x − 16 − 1
3

= 0
∆ = 64 − 4(16 + 1

3
) = −4

3
< 0non 
'è nessuna radi
e reale;(
) (3x − 1)2 + 2(x + 4) = 8 + 5x2

9x2 − 6x + 1 + 2x + 8 = 8 + 5x2

4x2 − 4x + 1 = 0
x = 4±

√
16−16
8

= 1
2
.Più interessanti sono le equazioni parametri
he, in 
ui fra i 
oe�-
ienti a, b, c 
i sono espressioni letterali. in questo 
aso, o

orre:� valutare le 
ondizioni di esistenza delle eventuali frazioni, 
ioèes
ludere i valori dei parametri per 
ui gli eventuali denomi-natori sono nulli;� dis
utere per quali valori del parametro l'equazione si abbassadi grado, e rispvere di 
onseguenza;� dis
utere al variare del parametro esistenza e numero dellesoluzioni (
ioè, il segno del determinante).Esempi:(a) m2x2 + m − 1 = 0Non 
i sono denominatori, nessuna 
ondizione di esistenza.Se m = 0 l'equazione si abbassa di grado: 1 = 0, impossibile.Se m 6= 0, 39



x1,2 =
±
√

0−4m2(m−1)

2m2 =
±2m

√
−(m−1)

2m2

x1,2 = ±
√

1−m
mSe m = 1 ha un'uni
a soluzione pari a 0;Se m < 1; m 6= 0 ha due radi
i opposte ±

√
1−m
m

;Se m > 1 non ha radi
i reali.(b) a−1
a−2

x2 − 2x + 5−15a
a−2

= 0Condizione d'esistenza delle frazioni: a 6= 2Se a 6= 2 il denominatore è sempre diverso da 0, posso quindimoltipli
are ambo i membri per il denominatore 
omune erisolvere:
(a − 1)x2 − (a − 2)2x + (5 − 15a) = 0Se a = 1 l'equazione si abbassa di grado:
2x − 10 = 0 ⇒ x = 5Se a 6= 2; a 6= 1

x =
(a−2)2±

√
(−2(a−2))2−4(a−1)(5−15a)

2(a−1)

x =
2(a−2)±

√
4(a−2)2−4(5a−15a2−5+15a)

2(a−1)

x =
2(a−2)±2

√
(a2−4a+4)−(5a−15a2−5+15a)

2(a−1)

x = (a−2)±
√

a2−4a+4−5a+15a2+5−15a
a−1

x = a−2±
√

16a2−24a+9
a−1

x =
a−2±

√
(4a−3)2

a−1Il determinante è sempre positivo qualunque sia il valore di a.Quindi, se a 6= 2; a 6= 1 l'equazione ha due soluzioni distinte:
x1 = a−2+(4a−3)

a−1
= 5a−5

a−1
= 5

x2 = a−2−(4a−3)
a−1

= −3a+1
a−1Nelle equazioni di se
ondo grado fratte, 
ioè quelle in 
ui l'in
ogni-ta 
ompare an
he al denominatore, bisogna dis
utere le 
ondizionidi esistenza delle frazioni, 
ioè bisogna imporre le 
ondizioni diesistenza. Per il resto, si risove 
ome un'equazione intera.Esempi:(a)

x2 − 4x + 6

x2 − 3x + 2
− 27

x − 2
= 1 − 26 + x

x − 1
x2−4x+6

(x−1)(x−2)
− 27

x−2
= 1 − 26+x

x−1Bisogna quindi imporre x ∈ R \ {1, 2}40



Date queste 
ondizioni di esistenza i denominatori sono sem-pre minori di 0 e si può quindi moltipli
are a destra e sinistraper il fattor 
omune
x2 − 4x + 6 − 27(x − 1) = (x − 1)(x − 2) − (26 + x)(x − 2)E 
i siamo ri
ondotti al 
aso pre
edente.(b)

1

x + a
+

2a

x2 − a2
+

1

a
= 0

1
x+a

+ 2a
(x−a)(x+a)

+ 1
a

= 0Le 
ondizioni di esistenza sono x 6= ±a e a 6= 0Date le 
ondizioni di esistenza il denominatore è sempre di-verso da 0, quindi
(x − a)a + 2a2 + (x − a)(x + a) = 0
ax − a2 + 2a2 + x2 − a2 = 0
x2 + ax = 0
x(x + a) = 0Le soluzioni sarebbero x = 0; x = −a. La se
onda è peròes
lusa dal 
ampo di esistenza, quindi l'equazione ha una solasoluzione pari ad x = 02. Disequazioni razionali.Prima di 
omin
iare apriamo una parentesi sulla notazione. Con (a, b)si intende l'insieme dei numeri {x : a < x < b}.Quando le disuguaglianze non si intendono strettamente si usa la par-entesi quadra.Così [a, b) sta per {x : a ≤ x < b}, (a, b] per {x : a < x ≤ b} e [a, b] per

{x : a ≤ x ≤ b}.Per gli insieme non limitati da entrambe le parti, 
ome {x : a < x}, siusa la notazione (a, +∞).Così [a, +∞) sta per {x : a ≤ x}, (−∞, b) per {x : x ≤ b} e (−∞, b]per {x : x ≤ b}.ATTENZIONE: +∞ e −∞ non sono numeri reali! In questo 
aso rap-presentano l'in�nito nel senso 
he numeri in�nitamente grandi oppurein�nitamente pi

oli sono ammessi.Per lo stesso motivo non ha al
un senso la parentesi quadra dalla partedel simbolo di in�nito
• Disequazioni di primo grado.Tutte le disequazioni di primo grado sono ri
ondu
ibili ad unaforma normale lineare, esattamente 
ome le equazioni:41



ax + b ⋚ 0E la soluzione si trova immediatamente
x ⋚ − b

aEsempio:
−2x − 1

3
+ 1 <

1

2
− 3 − 2x

6Moltipli
hiamo ogni membro per il minimo 
omune multiplo deldenominatore ed eliminiamo il denominatore. ATTTENZIONE:nelle disequazioni, bisogna fare attenzione al segno del denom-inaotore 
he si elimina (deve essere positivo, altrimenti si deveinvertire il segno, a < 0 : x < y ⇐⇒ ax > ay). Se la disequazioneè frazionaria vedremo 
he la pro
edura di soluzione è diversa (insostanza non si può eliminare il denominatore).
−2(2x + 1) + 6 < 3 − (3 − 2x)

−6x + 4 < 0

6x − 4 > 0

x >
4

6
=

2

3Di nuovo, il 
ambio di segno è ne
essario nel penultimo passaggioper
hè moltipli
hiamo a destra e sinistra per −1, 
osì da poterdividere tutto per il 
oe�
iente di x una volta reso positivo.
• Disequazioni di se
ondo grado.Un'equazione di se
ondo grado è ri
ondu
ibile a

ax2 + bx + c ⋚ 0Si tratta quindi di studiarne il segno. Se l'equazione 
orrispon-dente non ha radi
i, la disequazione o non ha soluzioni essa stessa,o ha 
ome soluzione l'intero asse reale. Pensate ad una parabola:se non ha intersezioni 
on l'asse delle x (le radi
i), assume valori42
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di y o tutti positivi (se sta sopra l'asse x ed è rivolta verso l'alto)o tutti negativi.Se ha una o due radi
i, data la formula di risoluzione 
he permettedi trovare le radi
i x1, x2 (distinte se ∆ > 0 o 
oin
identi se ∆ = 0),la disequazione si può sempre s
rivere 
ome
(x − x1)(x − x2) ⋚ 0Di nuovo bisogna fare attenzione al segno del polinomio: per 
o-modità 
onviene ri
ondursi a trinomi 
on segno del 
oe�
ientedi x2 positivo. Per farlo, può essere ne
essario invertire la dise-quazione.Detto questo, dato 
he il prodotto di due fattori è positivo solose il segno dei fattori è 
on
orde, la ri
er
a delle soluzioni delladisequazioni si ri
ondu
e allo studio del segno dei due fattori. Iltutto può essere svolto per via gra�
a.In alternativa, la disequazione si può risolvere senza ridurla alprodotto di due fattori ma limitandosi a trovare le radi
i e fa
endoriferimento al gra�
o della parabola. Dal gra�
o di una parabolasi nota immediatamente 
he il segno di un trinomio è quello del
oe�
iente a per tutti e soli i valori x esterni all'intervallo delleradi
i.Esempi:(a) x2 − 3x + 1 > 0Troviamo le radi
i:

x1,2 =
3 ±

√
9 − 4

2
=

3 ±
√

5

2La disequazione può quindi essere ris
ritta 
ome43
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(x − 3 −
√

5

2
)(x − 3 +

√
5

2
) > 0Dovento trovare i valori per 
ui il polinomio è positivo, 
er
hi-amo gli intervalli in 
ui i segni dei due fattori sono 
on
ordi:

−−−−−−−− 3−
√

5
2

+ + + + + + + + + ++

−−−−−−−−−−−−−−−3+
√

5
2

+ + + +La soluzione è quindi (−∞, 3−
√

5
2

)

∪
(

3+
√

5
2

,∞
).(b) −3x2 + x + 2 > 0Per non 
ompli
ar
i la vita, moltipli
hiamo a destra e sinistraper −1 ed invertiamo il segno della disequazione

3x2 − x − 2 < 0Le radi
i sono
x1,2 =

1 ±
√

1 + 24

6quindi x1 = −2
3
, x2 = 1.In questo 
aso, 
er
hiamo gli intervalli in 
ui i segni dei fattorisono DISCORDI:

−−−−−−−− −2
3

+ + + + + + + + + ++
−−−−−−−−−−−−−−−1 + + + +La soluzione è quindi (−2

3
, 1
).(
) Risolvere il sistema

{

x2 − 3x + 1 > 0
−3x2 + x + 2 < 0L'uni
a 
ompli
azione di un sistema è 
he viene ri
hiesto ditrovare gli intervalli 
he soddisfano 
ontemporaneamente le44



disequazioni poste a sistema. In altre parole, si 
er
ano leintersezioni degli insiemi delle soluzioni.An
he in questo 
aso 
i si può aiutare rappresentando gliintervalli delle soluzioni gra�
amenteAtrenzione però a non fare 
onfusione 
on la rappresentazionegra�
a di prima!Di queste equazioni abbiamo già trovato gli intervalli dellesoluzioni. Si tratta quindi di trovare:
((

−∞,
3 −

√
5

2

)

∪
(

3 +
√

5

2
,∞
))

∩
(

−2

3
, 1

)La soluzione è quindi:
(

−2

3
,
3 −

√
5

2

)

.(d) 9x6 − 10x4 + x2 ≥ 0Disequazioni di grado superiore al se
ondo si risolvono nellostesso modo: si s
ompone in un prodotto di fattori e si studiail segno:
x2(9x4 − 10x2 + 1) ≥ 0 .S
omponiamo il fattore tra parentesi 
ome funzione di y = x2:

x2
1,2 =

10 ±
√

100 − 36

18
=

10 ± 8

18

x2

(

x2 − 1

9

)

(x2 − 1) ≥ 0Ora s
omponiamo i singoli fattori 
ome funzioni di x:
x2

(

x − 1

9

)(

x +
1

9

)

(x − 1)(x + 1) ≥ 0Non resta 
he studiare il segno del prodotto e trovare gliintervalli in 
ui è positivo:
+ + + + + + + + + + + + + + 0 + + + + + + + +

−−−−−−
(

−1
9

)

+ + + + + + + + + + + +
−−−−−−−−−−−−−−−1

9
+ + + ++

−− (−1) + + + + + + + + + + + + + + + ++
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−1 + ++45



Il polinomio è positivo o nullo in (−∞,−1]∪
[

−1
9
, 1

9

]

∪ [1,∞)

• Disequazioni fratte.Un'equazione fratta è del tipo
f(x)

g(x)
⋚ 0Dove f(x) e g(x) sono due polinomi.Come per il prodotto, il quoziente fra due polinomi è positivo sei loro segni sono 
on
ordi. Si tratta quindi di studiare separata-mente il segno di numeratore e denominatore e poi impostare erisolvere l'opportuno sistema.Una 
osa a 
ui fare attenzione, ed è l'uni
a di�erenza 
on il prodot-to fra polinomi, è 
he i 
asi per 
ui il polinomio al denominatore siannulla vanno eliminati dal 
ampo d'esistenza per
hè l'espressioneperde di signi�
ato.Esempi:(a) x2−x+5

4x2+x−3
≥ 0Il dis
riminante del numeratore è ∆ = 1 − 20 < 0. N(x) di
onseguenza non si annulla mai ed è sempre positivo (il segnodel trinomio è quello del 
oe�
iente di x2, 
ome abbiamo vistodall'analisi gra�
a delle parabole).Possiamo quindi limitar
i al denominatore. Per non perderedi signi�
ato, il denominatore deve essere sempre diverso da0. Le soluzioni del problema iniziali sono quindi le stesse di

4x2 + x − 3 > 0

x1,2 =
−1 ±

√
1 + 48

8Quindi la disequazione può essere ris
ritta 
ome
(x + 1)

(

x − 3

4

)

> 0

−−−−−−−− (−1) + + + + + + + + + ++
−−−−−−−−−−−−−−−3

4
+ + + +La disequazione è veri�
ata per (∞,−1) ∪
(

3
4
, +∞

)46



3. Equazioni e disequazioni 
on il valore assoluto.
• Equazioni 
on valore assoluto.Abbiamo già visto 
he la funzione modulo appli
ata ad un generi
opolinomio f(x) (o ad una funzione f(x)), | f(x) | 
orrisponde adun sistema:

| f(x) |=
{

f(x) ∀x : f(x) ≥ 0
−f(x) ∀x : f(x) < 0Di 
onseguenza, la funzione | · | è una funzione 
he può assumeresolo valori ≥ 0 (
ioè non negativi).Prendiamo ora un'equazione del tipo | f(x) |= k.Se k < 0, l'equazione non ha soluzione per la de�nizione di valoreassoluto.Se k ≥ 0, le soluzioni dell'equazione sono quelle dell'unione di dueinsiemi:

{

f(x) ≥ 0
f(x) = k

∪
{

f(x) < 0
−f(x) = kEsempio: |x − 5| = 3

{

x − 5 ≥ 0
x − 5 = 3

∪
{

x − 5 < 0
−x + 5 = 3

{

x ≥ 5
x = 8

∪
{

x < 5
x = 2Le soluzioni sono quindi x = 2 ed x = 8.

• Disequazioni 
on valore assoluto.Per le disequazioni il ragionamento è lo stesso. Prendiamo |f(x)| ⋚
k. Se k < 0, la disequazione è banalmente sempre falsa (se
|f(x)| < k) e quindi non ha soluzione, o è sempre vera (se |f(x)| >
k) e quindi ha in�nite soluzioni, pari a R (attenzione al 
aso in
ui k = 0 e la disequazione è 
on ≥ o ≤).Se k ≥ 0, Le soluzioni sono le stesse di un'unione di due sistemi.Prendiamo il 
aso |f(x)| > k:
{

f(x) ≥ 0
f(x) > k

∪
{

f(x) < 0
−f(x) > k

=⇒
{

f(x) ≥ 0
f(x) > k

∪
{

f(x) < 0
f(x) < −k47



Nel 
aso |f(x)| < k il sistema è ulteriormente sempli�
abile:
{

f(x) ≥ 0
f(x) < k

∪
{

f(x) < 0
−f(x) < k

=⇒
{

f(x) ≥ 0
f(x) < k

∪
{

f(x) < 0
f(x) > −kQuindi, −k < f(x) < kEsempi(a) |x2 − 1| < 15Usiamo la s
rittura 
ompatta −k < f(x) < k:

−15 < x2 − 1 < 15 −→ −14 < x2 < 16La prima disequazione (x2 > −14) è veri�
ata ∀x ∈ R; lase
onda (x2 < 16) per −4 < x < 4. Le due 
ondizioni de-vono essere soddisfatte 
ontemporaneamente, la disequazioneè quindi soddisfatta per −4 < x < 4(b) |x − 1| > 1

{

x − 1 > 0
x − 1 > 1

∪
{

x − 1 < 0
−(x − 1) > 1

=⇒
{

x > 1
x > 2

∪
{

x < 1
x < 0La disequazione è quindi soddisfatta per {x ∈ R : x < 0 oppure x >

2(
) ∣∣1 + 2−x
x

∣

∣ > 2Condizione di esistenza per le frazioni: x 6= 0. Sempli�
hiamol'espressione all'interno del modulo:
∣

∣

∣

∣

x + 2 − x

x

∣

∣

∣

∣

> 2

∣

∣

∣

∣

2

x

∣

∣

∣

∣

> 2S
riviamo il doppio sistema:
{

2
x

> 0
2
x

> 2
∪
{

2
x

< 0
− 2

x
> 2

=⇒
{

x > 0
2
2

> x
∪
{

x < 0
2
x

< −248



=⇒
{

x > 0
x < 1

∪
{

x < 0
2
2

> −xAttenzione all'ultimo passaggio del se
ondo sistema: abbi-amo moltipli
ato a destra e sinistra per x
2
, 
he dalla pri-ma 
ondizione del sistema è un NUMERO NEGATIVO (xè negativo). Il segno della disequazione va quindi invertito!

=⇒
{

x > 0
x < 1

∪
{

x < 0
x < −1La disequazione ha soluzione (−1, 0) ∪ (0, 1) o, ris
rivendo,

(−1, 1) \ {0}(d) ∣∣x+1
x−1

∣

∣ < 4Una volta posta la 
ondizione di esistenza x 6= 1, possiamo dinuovo usare la notazione 
ompatta:
−4 <

x + 1

x − 1
< 4Che 
orrisponde al sistema

{

x+1
x−1

> −4
x+1
x−1

< 4
=⇒

{

x+1
x−1

+ 4 > 0
x+1
x−1

− 4 < 0
=⇒

{

x+1+4x−4
x−1

> 0
x+1−4x+4

x−1
< 0

=⇒
{

5x−3
x−1

> 0
−3x+5

x−1
< 0

=⇒
{

5x−3
x−1

> 0
3x−5
x−1

> 0Attenzione all'analisi gra�
a da svolgere a questo punto: 
er-
hiamo le soluzioni delle due disequazione SEPARATAMENTE,e poi troviamo l'intersezione (
ioè, le mettiamo a sistema).Prima disequazione:
−−−−−−−− (1) + + + + + + + + + ++
−−−−−3

5
+ + + + + + + + + + + + + +Ha soluzione x < 3

5
o x > 1 .Se
onda disequazione:

−−−−−−−− 5
3

+ + + + + + + + + ++
−−−−−(1) + + + + + + + + + + + + + +Ha soluzione x < 1 o x > 5

3Mettendo a sistema, la disequazione iniziale a soluzione (−∞, 3
5
)∪

(5
3
,∞) 49



• Disequazioni 
on più moduli.Se in un'equazione 
ompare più di un'espressione in modulo, adesempio |f(x)| + |g(x)| ⋚ k, 
i saranno intervalli di R in 
ui f(x)è positivo e g(x) negativo o vi
eversa e altri in 
ui sono entram-bi positivi o entrambi negativi. Di 
onseguenza, per trovare lesoluzioni o

orre:� rappresentare gra�
amente i vari intervalli;� 
ostruire l'unione di più sistemi relativo;� risolvere 
ias
un sistema.Esempi:(a) |4 − x2| − |3 − x| > xRappresentiamo gra�
amente le variazioni di segno dei duemoduli. 4 − x2 è positivo per −2 ≤ x ≤ 2; 3 − x per x ≤ 3:
−−−− (−2) + + + + + + + + + 2 −−−−−−−

+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + 3 −−−−−Abbiamo quindi tre intervalli: per x < −2 o 2 < x ≤ 3 ilprimo modulo è negativo mentre il se
ondo è positivo; per
−2 ≤ x ≤ 2 sono entrambi positivi; per x > 3 sono entrambinegativi.S
riviamo i sistemi asso
iati alla disequazione:
{

x < −2 oppure 2 < x ≤ 3
−(4 − x2) − (3 − x) > x

∪
{

−2 ≤ x ≤ 2
(4 − x2) − (3 − x) > x

∪
{

x > 3
−(4 − x2) + (3 − x) > xQuindi,

{

(x < −2 oppure 2 < x ≤ 3
−4 + x2 − 3 + x − x > 0

∪
{

−2 ≤ x ≤ 2
4 − x2 − 3 + x − x > 0

∪
{

x > 3
−4 + x2 + 3 − x − x > 0Sempli�
hiamo

{

(x < −2 oppure 2 < x ≤ 3
x2 > 7

∪
{

−2 ≤ x ≤ 2
x2 < 1

∪
{

x > 3
x2 − 2x − 1 > 050



An
ora
{

(x < −2 oppure 2 < x ≤ 3

(x < −
√

7 oppure x >
√

7
∪
{

−2 ≤ x ≤ 2
−1 < x < 1

∪

∪
{

x > 3

(x − (1 −
√

2))(x − (1 +
√

2)) > 0Dal primo sistema, poi
hè 2 <
√

7 < 3 si ottiene l'intervallo
(−∞,−

√
7) ∪ (

√
7, 3].Dal se
ondo, (−1, 1)Dal terzo, poi
hè 1 <

√
2 < 2 ⇒ 1+

√
2 < 3, si ottiene x > 3.Mettendo tutto assieme, la disequazione ha soluzione per x ∈

(−∞,−
√

7) ∪ (−1, 1) ∪ (
√

7,∞)4. Equazioni e disequazioni irrazionali.
• Equazioni.Un'equazione irrazionale è un'equazione in 
ui 
ompaiono unoo più radi
ali aventi nel radi
ando l'in
ognita. Le tipologie piùfrequenti sono:(a) n

√

f(x) = g(x)(b) n

√

f(x) = m

√

f(x)(
) n

√

f(x) ± m

√

f(x) = h(x)E 
ombinazioni di queste (equazioni 
on più di due radi
ali etermini razionali: equazioni radi
ali fratte).Se n è dispari, non 
i sono parti
olari problemi: basta elevare alla
n entrambi i membri e risolvere. Vale infatti:

a = b ⇐⇒ an = bn ∀a, b ∈ RSe n è pari, la 
ondizione non vale: a2 = 32 < a = 3. Il 
on-troesempio è a = −3. La proprietà vale se a, b sono 
on
ordi(
ioè hanno lo stesso segno, entrambi positivi oppure entrambinegativi):
a = b ⇐⇒ an = bn ∀a, b ∈ R, a, b 
on
ordi.Per s
artare soluzioni non valide 
he nas
ono dall'elevamento apotenza pari, è quindi ne
essario impostare dei sistemi per im-porre 
he l'equazione sia veri�
ata e 
he le basi siano 
on
ordi. In51



alternativa, si possono trovare tutte le soluzioni, e poi veri�
arleuna ad una a posteriori. In al
uni 
asi quest'ultimo metodo puòtornare utile, noi in generale fa

iamo riferimento al pre
edente.Un'ultima 
onsiderazione: notate 
he in equazioni irrazionali, labase da elevare (e 
he 
rea problemi) è un radi
ale. Nel 
aso diradi
e pari, per
hè l'esistenza del radi
ale sia garantita il radi
an-do deve essere positivo. Quindi, per la risoluzione di equazioniirrazionali la 
on
ordanza delle basi 
oin
ide 
on la positività deiradi
andi.
• Caso n

√

f(x) = g(x), n pari.In questo 
aso, la soluzione dell'equazione, per quanto appenadetto 
oin
ide 
on la soluzione del sistema






f(x) = [g(x)]n

f(x) ≥ 0
g(x) ≥ 0Si può fa
ilmente dimostrare 
he poi
hè n è pari la prima e la terza
ondizione impli
ano la se
onda, 
he è quindi super�ua (provate
ome eser
izio). Tuttavia, è inutile imparare un metodo di risoluzionediverso per ogni 
aso spe
i�
o. Una volta 
apito 
he quel 
hebisogna garantire per poter elevare a potenza pari è la 
on
or-danza delle basi, 
ias
un 
aso parti
olare diventa una sempli
eappli
azione della proprietà generale. Il 
osto è un po' di 
onti inpiù.Esempio: √2 − x + (x − 1)2 + 2x − 1 = 0Isoliamo il radi
ale:

√

2 − x + (x − 1)2 = 1 − 2xEd ora impostiamo il sistema:






2 − x + (x − 1)2 = (1 − 2x)2

2 − x + (x − 1)2 ≥ 0
1 − 2x ≥ 0







2 − x + x2 − 2x + 1 = 1 − 4x + 4x2

2 − x + x2 − 2x + 1 ≥ 0
x ≤ 1

2

=⇒







x2 − 3x + 3 = 1 − 4x + 4x2

x2 − 3x + 3 ≥ 0
x ≤ 1

252



{

3x2 − x − 2 = 0
x ≤ 1

2

=⇒
{

x1,2 = 1±
√

1+24
6

x ≤ 1
2Nel terzo passaggio sparis
e la se
onda equazione per
hè sempreveri�
ata (Nell'equazione x2 − 3x + 3 il ∆ è negativo ed il 
oe�-
iente di x2 è positivo). Le soluzioni della prima equazioni sono

x1 = 1 ed x2 = −2
3
. x1 non soddisfa la disequazione, quindi lasoluzione è solo x2

• Caso n

√

f(x) = m

√

g(x), almeno uno fra n ed m pari.Per risolvere l'equazione dobbiamo elevare a destra e sinistra perun esponente, il minimo 
omune multiplo fra i m ed n, 
he elimini
ontemporaneamente entrambe le radi
i. S
artiamo il 
aso in 
ui
n, m sono entrambi dispari, per
hè elevando al m
m fra i due, lari
er
a della soluzione non pone parti
olari problemi.Supponiamo, senza perdità di generalità, 
he sia n pari ed m dis-pari, e m·n il minimo 
omune multiplo∗, o

orre imporre f(x) ≥ 0per garantire l'esistenza del radi
ale, e m

√

g(x) ≥ 0 ⇔ g(x) ≥ 0per la 
on
ordanza dei segni. Il sistema è quindi ESATTAMENTELO STESSO DEL CASO PRECEDENTE:






[f(x)]m = [g(x)]n

f(x) ≥ 0
g(x) ≥ 0Esempio: 3

√
13x + 1 =

√
4x + 1Eleviamo a destra e sinistra ad esponente 6, e poniamo la positiv-ità di entrambi i radi
ali:







(13x + 1)
6

3 = (4x + 1)
6

2

13x + 1 ≥ 0
4x + 1 ≥ 0







(13x + 1)2 = (4x + 1)3

x ≥ − 1
13

x ≥ −1
4

∗Un'ipotesi fatta senza perdita di generalità signi
a 
he non farla 
ondurrebbe alle stesseidenti
he 
on
lusioni ad un 
osto in termini di 
al
oli superiore. E' piuttosto frequentein matemati
a. In questo 
aso, se fosse m l'esponente pari si potrebbe ripetere l'interoragionamento sostituendo m ad n e g(x) ad f(x), e vi
eversa. Se il minimo 
omunemultiplo fosse diverso da m ·n s
rivere la prima equazione sarebbe più 
ompli
ato, ma non
ambierebbe nulla nel ragionamento 53



Il 
ubo di un trinomio f(x)3 si può 
al
olare (senza imparare nuoveformule....) 
ome f(x)f(x)2. Quindi,
(4x + 1)3 = (4x + 1)(16x2 + 8x + 1) = 64x3 + 32x2 + 4x + 16x2 +
8x + 1 = 64x3 + 48x2 + 12x + 1Il sistema diventa
{

64x3 − 121x2 − 14x = 0
x ≥ − 1

13

=⇒
{

x(64x2 − 121x − 14) = 0
x ≥ − 1

13S
omponendo in fattori il polinomio di se
ondo grado nell'equazionesi trovano tre soluzioni, x = 0; x = 2; x = − 7
64
. La terza soluzionenon rispetta la disequazione e va s
artata.Come nel 
aso pre
edente, si può veri�
are 
he se m è dispari e npari la terza equazione del sistema, g(x) ≥ 0, è ridondante.Se m, n sono entrambi pari non 
ambia nulla nel sistema. Dob-biamo infatti sostituire la 
ondizione 
he assi
ura la 
on
ordanzadei segni, g(x) > 0, 
on la 
ondizione 
he assi
ura l'esistenza delradi
ale m

√

g(x), 
he è an
ora una volta g(x) > 0!
• equazioni del tipo √f(x) ±

√

g(x) = h(x) .In questo 
aso la presenza di un termine razionale rende la 
on-dizione
a = b ⇐⇒ an = bn ∀a, b ∈ R, a, b 
on
ordiè di�
le da imporre 
on un sistema 
ome abbiamo fatto �no adadesso.La strategia è quindi la seguente:� si eleva tutto al quadrato. Si ottiene 
osì un'equazione 
on unsolo radi
ale;� si risolve la nuova equazione 
on i metodi visti ai punti pre
e-denti, ossia imponendo la 
on
ordanza dei segni tramite ilsolito sistema;� una volta trovate le (potenziali) soluzioni, si veri�
a a poste-riori 
he soddi�no l'equazione irrazionale di partenza.54



Esempio: √x2 + 1 − x =
√

1 − 4xPer prima 
osa, eleviamo al quadrato entrambi i membri. Alla �ne
ontrolleremo 
he le soluzioni siano 
ompatibili 
on l'equazioneirrazionale in oggetto
(
√

x2 + 1 − x)2 = (
√

1 − 4x)2

(x2 + 1) − 2x
√

x2 + 1 + x2 = 1 − 4xOra riordiniamo l'equazione in modo da ri
ondur
i al 
aso√f(x) =
g(x):

2x2 + 4x = 2x
√

x2 + 1

x(x + 2 −
√

x2 + 1) = 0Una soluzione è x = 0; le altre derivano da
x + 2 −

√
x2 + 1 = 0

√
x2 + 1 = x + 2Ora, lo risolviamo 
ome i 
asi 
he abbiamo già visto:







x2 + 1 = (x + 2)2

x2 + 1 ≥ 0
x + 2 ≥ 0

=⇒
{

x2 + 1 = x2 + 4x + 4
x ≥ −2

=⇒
{

4x = −3
x ≥ −2La prima disequazione sparis
e per
hè sempre veri�
ata. Le duesoluzioni sono quindi x = 0 ed x = −3

4
.

• Altri tipi di equazioni.Visti i 
asi pre
edenti, dovrebbe essere 
hiaro 
he qualsiasi equazioneirrazionale si può risolvere 
ombinando i metodi pre
edenti, in-dipendentemente dal numero di radi
ali e dal loro grado presen-ti. Per a�rontare le equazioni irrazionali in questo modo anzi
hèimparando i metodi di risoluzione spei
i�
i di 
ias
un 
aso, o
-
orre aver bene 
hiaro 
he se si hanno radi
ali 
on radi
e pari inun'equazione 
iò 
he bisogna veri�
are è la 
ondizione
a = b ⇐⇒ an = bn ∀a, b ∈ R, a, b 
on
ordiRimangono le equazioni irrazionali fratte. Ma, di nuovo, nondovrebbe essere un problema: si tratta sempli
emente di imporre55



le 
ondizioni di esistenza del denominatore e 
al
olare il denomi-natore 
omune per ri
ondursi ad un'equazione intera.Esempio: x+
√

x
x−

√
x

= 6√
xPoniamo le 
ondizioni di esistenza per i denominatori e per iradi
ali. Le soluzioni dovranno soddisfare







x ≥ 0
x −√

x 6= 0√
x 6= 0La terza disequazione è soddisfatta data la prima 
on la dis-eguaglianza stretta. La prima e la se
onda, possono essere ris
ritte
ome

{

x2 6= x
x > 0Tutto il sistema si ridu
e quindi alla 
ondizione x > 0 ed x 6= 1.Poi
hè abbiamo posto i denominatori diversi da zero possiamo
al
olare il minimo 
omun denominatore e ris
rivere l'equazioneirrazionale 
ome

√
x(x +

√
x) = 6(x −

√
x) → x

√
x + x = 6x − 6

√
x →

5x =
√

x(6 + x)Poi
hè x > 0 per le 
ondizione viste prima, possiamo elevareentrambi i polinomi al quadrato senza problemi:
25x2 = x(36 + 12x + x2)Dividendo per x (abbiamo posto x 6= 0) otteniamo
x2 + 12x + 36 − 25x = 0

x2 − 13x + 36 = 0Risolvendo il trinomio, x1 = 4; x2 = 9. Entrambe le soluzionirispettano le 
ondizioni poste all'inizio e sono quindi a

ettabili.
56



• Disequazioni irrazionali.Risolvere una disequazione irrazionale è forse più sempli
e 
herisolvere un'equazione. Bisogna imporre l'esistenza dei radi
ali digrado pari e, 
ome per le equazione, bisogna 
hiedersi 
osa su

edeuna volta 
he entrambi i membri vengono elevati ad una potenza
n. Ri�ettiamo in parti
olare sul verso della disequazione:Se f(x), g(x) ≥ 0, allora

∀n, f(x) > g(x) ⇒ f(x)n > g(x)nMentre se f(x), g(x) < 0,se n pari, f(x) > g(x) ⇒ f(x)n < g(x)nse n dispari, f(x) > g(x) ⇒ f(x)n > g(x)nQuindi, il verso della disequazione 
ambia solo se n è pari e i mem-bri negativi. E' rilevante per le disequazioni irrazionali? No: Se
f(x) = n

√

f(x) ed n è pari la 
ondizione di esistenza del radi
aleimpone f(x) ≥ 0. Quindi: se n è dispari si può elevare alla n senzanessun problema. Se n è pari, è rilevante solo la prima proprietà.Vediamo un po' di esempi, tenendo a mente quanto appena detto.Esempi:(a) √
4x2 + 3x − 1 > 2x + 3Dobbiamo sempre imporre la 
ondizione di esistenza 4x2 +

3x−1 ≥ 0. Il membro di destra può essere positivo o negativo.Se è positivo, siamo nelle 
ondizioni della prima proprietà, edobbiamo risolvere il sistema






4x2 + 3x − 1 > (2x + 3)2

4x2 + 3x − 1 ≥ 0
2x + 3 ≥ 0Ci possono essere altre soluzioni: la 
ondizione di esistenzaimpli
a 
he il membro di sinistra è positivo. Se il membro didestra è negativo, basta veri�
are
{

4x2 + 3x − 1 ≥ 0
2x + 3 < 0Le soluzioni saranno l'unione delle soluzioni dei due sistemi.57



(b) √
x − 4 −

√
2x + 1 < 0Riordinando,

√
x − 4 <

√
2x + 1Una volta poste le 
ondizioni di esistenza, siamo nelle 
on-dizioni della prima proprietà e possiamo elevare al quadrato:







x − 4 < 2x + 1
x − 4 > 0
2x + 1 > 0In questo 
aso le 
ondizioni di esistenza non permettono altri
asi: entrambi i membri devono essere positivi.(
) √

x + 1 +
√

x − 2 ≥ 3In questo 
aso il membro di destra è un intero positivo. Postele 
ondizioni d'esistenza, possiamo elevare al quadrato.






x + 1 ≥ 0
x − 2 ≥ 0
(x + 1) + 2

√
x + 1

√
x − 2 + (x − 2) ≥ 9La terza disequazione è nuovamente irrazionale. Riordinando,
i troviamo in un 
aso analogo all'esempio (a):







x ≥ −1
x ≥ 2

2
√

(x + 1)(x − 2) ≥ 9 − (x + 1) − (x − 2)
=⇒

=⇒
{

x ≥ 2

2
√

(x + 1)(x − 2) ≥ 10 − 2xIl radi
ando a sinistra è si
uramente positivo (lo garantis
onole 
ondizioni d'esistenza poste all'inizio). Le soluzioni sarannoquindi l'unione delle soluzioni di due sistemi:






x ≥ 2
5 − x ≥ 0
(x + 1)(x − 2) ≥ (5 − x)2

∪







x ≥ 2
5 − x < 0
(x + 1)(x − 2) ≥ 0
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5. Equazioni e disequazioni logaritmi
he ed esponenziali.
• Equazioni logaritmi
he.L'uni
a 
osa da tener presente in equazioni logaritmi
he (
ioèequzioni 
he hanno una funzione dell'in
ognita alla base o all'ar-gomento) è la de�nizione di logaritmo:� il logaritmo è de�nito solo per argomenti positivi;� il logaritmo è de�nito solo per basi positive e diverse da 1.Dalla de�nizione quindi si determinano le (eventuali) 
ondizionidi esistenza. Per il resto, si tratta di appli
are le proprietà deilogaritmi (
ome già fatto quando abbiamo de�nito la funzionelogaritmo).Esempi:(a) log3(x

2 − 2x) = 1Condizioni di esistenza: x2 − 2x > 0 =⇒ x(x − 2) > 0 =⇒
x < 0 ∪ x > 2 .Appli
ando la de�nizione di logaritmo:

log3(x
2 − 2x) = 1 → 31 = x2 − 2x(b) 2 ln

√
3x = ln(x2 − 4)Condizioni di esistenza: imponiamo sia quelle per il radi
ale
he quelle per i logaritmi, x > 0 ∪ x2 − 4 > 0

ln
√

3x
2

= ln(x2 − 4) →
√

3x
2

= (x2 − 4) → 3x = x2 − 4(
) ln3 x + 2 ln2 x − 3 lnx = 0Condizioni di esistenza: x ≥ 0.Abbiamo già risolto equazioni di questo tipo: sostituiamo t =
ln x, risolviamo in t e alla �ne risostituiamo t = ln x

t3 + 2t2 − 3t = 0Da qui in poi, non 
'è nulla di nuovo.
• Equazioni esponenziali.In questo 
aso, poi
hè ax è de�nita per a ≥ 0 e ogni x ∈ R ab-biamo gli stessi problemi di esistenza della radi
e quadrata (
he èinfatti l'esponenziale 
on esponente 1

2
).59



La strategia è ridurre l'equazioni o all'eguaglianza di due esponen-ziali 
on la stessa base, e quindi appli
are
af(x) = ag(x) ⇔ f(x) = g(x)Esempio:2 x+9

1−x = 1
4Condizioni di esistenza: x 6= 1

2
x+9

1−x = 2−2

x + 9

1 − x
= −2Se non fosse possibile, si appli
a lo stesso logaritmo a destra esinistra in modo da ottenere un polinomio in x:

af(x) = bg(x) ⇔ log af(x) = log bg(x) =⇒ f(x) log a = g(x) log bEsempio: 4x + 22x−1 = 3x+1 + 3x−1

22x + 22x−1 = 3x+1 + 3x−1

22x−1(2 + 1) = 3x+1 + 3x−1(32 + 1)

3 · 22x−1 = 10 · 3x−1

log3 3 + log3 22x−1 = log3 10 + log3 3x−1

log3 3 + (2x − 1) log3 2 = log3 10 + x − 1A questo punto si ha un polinomio in x.La terza possibilità, di fronte ad un polinomio in ax, è nuovamenterisolvere per sostituzione.Esempio: 22x+1 − 2x − 1 = 0Poniamo t = 2x:
2 · (2x)2 − 2x − 1 = 0

2t2 − t − 1 = 0
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• Disequazioni logaritmi
he ed esponenziali.Non 
'è nulla di nuovo nelle disequazioni logaritmi
he ed espo-nenziali, una volta 
apito 
ome si risolvono disequazioni gener-i
he ed equazioni logaritmi
he ed esponenziali. Bisogna solo fareattenzione al segno, ri
ordando 
he:
a > 1 : f(x) > g(x) ⇔

loga f(x) > loga g(x)

af(x) > ag(x)

0 < a < 1 : f(x) > g(x) ⇔
loga f(x) < loga g(x)

af(x) < ag(x)6. Eser
izi svolti:(a) x2−2
4

+ 5
6

< x
4
− x2−1

3É ammesso qualsiasi valore di x, ra

ogliendo a fattore 
omuneotteniamo
3x2−6+10

12
< 3x−4x2+4

12

7x2−3x
12

< 0

x(7x − 3) < 0, da 
ui si ottiene 
he x ∈
(

0, 3
7

)(b) 


x2 + 22x + 40 < 0
3x + 15 ≥ 0
x2 + 3x ≤ 0Risolvendo le tre disequazioni si ottengono i valori di ammissibilità







x ∈ (−20,−2)
x ≥ −5
x ∈ [−3, 0]l'intersezione dei tre insiemi è x ∈ [−3,−2).Eser
izi:(
) | 5

2+x
| > 1(d) |x + 2| < 1 + |x − 1|(e) 2

√
2a2 + ax + x2 = 3a + x(f) x2+2x+3

x2+2x−1
+ 2 < x2+2x+2

x2+2x−2 61


